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Vorliegende ßrochUre bildet einen Separatabdruck aus 
der „ Zeitschrift für Baukunde. " Ich hielt einen solchen besonders 
im Interesse derjenigen für nicht ganz überflüssig, vrelche die 
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Theorie der elastigen Bogenträger ab ovo studiren wollen. 
Eine von, Grund aus gehende, systematisch durchgeführte und 
vollständige Theorie der Bogenträger ist bis jetzt nicht publicirt 
worden. Das hat auch mit dazu beigetragen, die Anwendung 
dieses schönsten und ökonomisch vortheilhaften Trägersystems 
zu erschweren. In Hinsicht der practischen Berechnung von 
Bogenbrückenträgern verweiseich auf die Andeutungen des §16. 
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'tjhivbusitt^ 

Im Folgenden sollen die elastigen Bogenträger in ähn- 
licher Allgemeinheit und Einfachheit analytisch behandelt 
werden, wie dies in meiner „Theorie der continuirlichen und 
einfachen Träger" mit den geraden Trägern geschehen ist. 

Als „elastiger Bogenträger" wird dabei ein Körper be- 
zeichnet, welcher eine einfach gekrümmte Curve zur Schwer- 
punktsaxe hat, und in der Ebene dieser „Bogenaxe^ von 
verticalen Kräften, „Lasten", ergriffen wird. Die Lasten 
können durch messbare Strecken von einander entfernt sein 
„ concentrirte Lasten", oder eine stetige Folge bilden, „ver- 
theilte Lasten^. Die Ebene der Bogenaxe wird „Bogenebene" 
genannt, diejenige Fläche senkrecht zur Letzteren, welche die 
Axe enthält, heisst „Axschicht". „Querschnitt" nennt man 
einen ebenen Schnitt senkrecht zur Axschicht, als „Bogen- 
länge* zwischen zwei Querschnitten wird die Axlänge s zwischen 
denselben gerechnet. 

Wir nehmen in der Bogenebene ein Coordinatensystem 
mit horizontaler x — Axe und verticaler y - Axe an und ver- 
stehen unter den Coordinaten x, y eines Querschnitts die 
Coordinaten seines in der Axe liegenden Schwerpunktes. Die 
positive Richtung der x — Axe wird nach rechts , die der 
y — Axe nach oben angenommen, das Vorzeichen des Win- 
kels 9, welchen die Axe bei x mit dem Horizont einscbliesst, 

ist dann wegen tgp = -r^ durch die Form der Bogenaxe, 

also im Allgemeinen durch die Gleichung der Letzteren be- 
stimmt. Treten infolge äusserer Einwirkungen Aenderungen 

gewisser Grössen x, y, 9> s, . . . ein, so sollen diese Aen- 
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derungen immer durch A^, Ay> A9? As? • . . bezeichnet 
werden. 

Als Grundhypothese der Theorie krummer wie gerader 
Träger gilt: 

A. Jeder vor Einwirkung der äusseren Kräfte geführte 
Querschnitt bildet von Neuem eine Ebene, sobald nach Ein- 
wirkung der Kräfte Gleichgewicht eingetreten ist. 

Ausserdem beschränkt man die Untersuchungen durch 
die Voraussetzung: 

B. Die Formänderungen der Bogenaxe sind so klein, 
dass für alle Querschnitte mit genügender Genauigkeit cos A? 
= 1, sin A9 = Ap gesetzt werden kann. 

I. Allgemeine Theorie. 

Die in diesem Abschnitte abzuleitenden Gesetze gelten 
für alle Arten und Formen von Bogenträgern, nach oben 
oder unten gekrümmt, symmetrisch oder nicht, mit oder ohne 
Gelenke, constanten oder variabeln Querschnitts für beliebige 
Belastung und beliebige Temperaturen. 

§ 1. Grundgleichungen für Biegung durch 
äussere Kräfte und Wärme. 

Wird ein gerader oder krummer Stab von Aussen durch 
beliebige Kräfte ergriffen oder ändert sich die Temperatur 
so entstehen erfahrungsgemäss im Allgemeinen Längenänder- 
ungen der Faserabschnitte zwischen vorher geführten Quer- 
schnitten und damit im Zusammenhang eine Formänderung 
der Axe. Die Längenänderungen der Fasern können nur in 
Folge der Einwirkungen von Aussen entstanden sein und es 
müssen also gewisse Componenten „äusserer Kräfte" an den 
Fasern wirken. Diese würden aber den Zusammenhang der 
Fasern sofort zerstören, wenn nicht andere Kräfte ihn zu er- 
halten strebten, welche „widerstehenden Kräfte" von der Co- 
häsion herrühren. 

Wir können uns also in jedem Querschnitt x zwei Flä- 



chen zusammenhängend denken (Fig* 1). Suchen die äus- 
seren Kräfte und Momente links von x die Fläche daselbst 
von der rechts von x zu trennen, so wirken von dieser aus 
solche Kräfte und Momente, welche nach Eintritt des Gleich- 

Fig. 1. 




gewichts den Ersteren genau gleich, aber von entgegenge- 
setzter Richtung sind. Analoges gilt für die äusseren Kräfte 
rechts von x, denen von der Fläche links von x aus mder- 
standen wird. Um nun aber in Hinsicht der Vorzeichen keine 
Irrthümer walten zu lassen, wollen wir unter den äusseren 
Kräften und Momenten im Querschnitt x ein für allemal die 
von der Fläche links von x her wirkenden verstehen. 

Welche Componenten der äussern Kräfte auch an den 
Fasern wirken mögen, so können sie für einen ganzen Quer- 
schnitt doch nur zur Folge haben eine „Axialkraft" 
oder „Normalkraft" N», eine „Transversalkraft" T, und ein 
„Angrififsmoment" M». Wir wollen M« dann als positiv be- 
zeichnen, wenn es wie der Zeiger der Uhr rechts herumdreht, 
T, wenn es von unterhalb nach oberhalb der Axschicht wirkt, 
und Nx wenn es Druck bedeutet, also gegen den Querschnitt 

gerichtet ist. 

Die Entfernung einer Faser oder eines Querschnittsele- 
ments von der Axschicht werden wir durch i) bezeichnen und 
den Werth von t) als positiv oder negativ ansehen, je nach- 
dem die Faser oberhalb oder unterhalb der Axschicht liegt. 

1* 



Es seien vor Einwirken äusserer Kräfte und bei gewisser 
Temperatur to zwei Querschnitte geführt, der eine bei x, y, 
wo die Axe den Neigungswinkel f hat (Fig. 2), und um die 
Axlänge s von einem gewissen Ausgangspunkte entfernt, — 
der andere um ds weiter* Dann ist die Länge der Faserab- 
schnitte in Entfernung t) von der Axschicht für jede Bogen- 

form 

ds^ nn ds + i; (-— dj)) z= ds — i^dj). 

Wirken nun äussere Kräfte und Wärme ein, so findet 
Biegung statt, der erste Querschnitt geräth an eine andere 
Stelle x4-Ax,y+Ay, es ändern sich s um ^s, 9 um 
A p, so dass jetzt die Länge der Faserabschnitte in Entfernung 
1) analog vorstehender Gleichung. 

d (s,y + A s,y ) = d (s'+ A s) — I? d (9 + A 9)- 

* 

Fig. 2. 




Durch Subtraction der ersten von der 2. Gleichung folgt 

dAs^=dAs — i?dA9 

unter der „relativen Längenänderung'* versteht man be- 
kanntlich das Verhältniss der Zu- oder Abnahme der Länge, 



„absolute Längenänderung", zur ursprünglichen Länge. Be- 
zeichnen wir nun die relative Längenänderung , welche einer 
Temperaturerhöhung um 1^ C entspricht, durch €, so würde, 
wenn lediglich eine Temperaturerhöhung von r» auf unsere 
Faser eingewirkt hätte, die relative Längenänderung betragen 

d A S,y 

= er 



ds^ 

Hätte dagegen allein eine Kraft von N,^ per Querschnittsein- 
heit in der lÄngsrichtung der Faser gewirkt (positive N,^ be- 
deuten Druck), und bezeichnen wir den Elastizitätsmodul 
durch E, so würde die relative Längenänderung betragen 

—Jl — _ ^ 
ds,y ~ E 

Da nun Längsspannungen und Temperaturänderung gleich- 
zeitig vorkommen können, so haben wir die relative Längen- 
änderung allgemein* 

dAs,y N,y 

= £T -;p^ 1 

ds,y E 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich nach Substitution 
der Werthe von dAs^ und ds^ die Grösse der „Normalspan- 
nung** N,y in Entfernung i? von der Axschichte 

'y ds d9 , -t-i^^'^ 

ds 
oder wenn r den Krümmungsradius bei x bezeichnet, weil 
dann (Fig. 2) 

dp __ 1 



r (— dp) = ds, 



ds r 



^ K' ds ds / X-\-r) ' 

Die Kraft, welche die gleiche Längenänderung für eine Faser 
vom Querschnitt g bewirkt, ist natürlich gN,^ und da solche 



Kräfte im Allgemeinen in allen Faserquerschnitten wirken, 
so hat man ihre algebraische Summe, die ganze Normalkraft 
bei X, 3 

^ V ds r-|-i; ds r+i; ' / 

worin sich Z auf alle Elemente des Querschnittes bezieht. 
Jede ein Element g afficirende Normalkraft gN^ erzeugt 
in Bezug auf die Axschicht ein Moment §N,^. i; und da die 
Transversalkraft T, durch die Axschicht geht, so ist in 
Bezug auf Letztere das Moment sämmtlicher im Querschnitt 
angreifenden Kräfte 

4 
Da immer angenommen wird, ^ass die Temperatur in 
allen Elementen eines Querschnitts dieselbe ist., so kann in 
3) und 4) T vor -S gesetzt werden. Schreiben wir weiter 

Sri? _ cv^ gl?» 



r+i? r+i; 



setzen zur Abkürzung 

rZ^^ = W . . . . . 



r+7 

und berücksichtigen, dass, wenn F den ganzen Querschnitt 

bezeichnet, 

^g = F ^§9 = wird, so folgen 

Nx _ rdA? , 1 dA8->| W /-d As ^ ^ p 
E ~ L ds "^" r ds J r l^ ds V 

Mf- r, dA? , dA_8^ w_ 

E ~ i^*^ ds "T" ds J r 

und aus diesen beiden Gleichungen 

dAs^_/N,+M,\ 1 ^Y 

ds V ' r/ EF ^ 

"dT l^^+T^EFr+EW r--^ • * 



Fig, 3. 




Durch Substitution dieser Werthe in 2) ergibt sich die 
Normalspannung in Entfernung t) von der Axschicht 

^n — F "^ Fr "^ r+i? W 

Nach Fig. 3 hat man 

d (x+ Ax) = d (8+ As) cos (p + A9) 

^ (y+ Ay) = d (s+ As) sin (<p+ Ap) 

und da mit Rücksicht auf Voraussetzung B 

dx dy 

co8(9>+A9') = cos?)C08Ap— sin9sinA? = j^ — A? j^ 

siD(5>+A?)=sin9.co8A9'+cos9smA?>=^ + A5> ^i 
so folgt durch Substitution und Elammerauflösung 
dAx = -A9<iy+^dx-^ dy . A<P 

dAy = +A5'dx+^'dy+^ dx . A? 



8 

Wegen der Kleinheit von A 9 verschwinden die letzten Glie- 
der dieser Gleichungen gegen die vorhergehenden und folgen 
die Aenderungen von x, y 

Ay =^ /Af^^+Z^Ay 10 

während die Aenderungen des Neigungswinkels 9 und der 
Axlänge s 

A9=/Xds 11 

As =y Yds 12 

Die ursprünglichen Abscissen x derjenigen Querschnitte, 
für welche die Verrückungen in mathematischem Sinne Ma- 
xima oder Minima werden finden sich aus folgenden Be- 
dingungen 

für Maxima und Minima von /\ji 

^^ =: oder Y — A^tgp =0 . • . 13 
für Maxima und Minima von /\y 

^-^^-= oder Ytgp + A? = ... 14 
für Maxima und Minima von A? 

^^2 1=: oder X = . 15 

dx 



für Maxima und Minima von As 

^As ^ oder Y == 
dx 
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Dagegen ergeben sich die ursprünglichen Abscissen derjenigen 
Querschnitte, für welche nach der Biegung die Ordinate y -f 
Ay Maxima oder Minima erreicht aus 

||±^y}=Ooder^+A.=0 . . 17 

Ist der Krümmungsradius r so gross im Vergleich zur 
Querschnittshöhe, dass in 5) jedes i; gegen v vernachlässigt 



9 

werden kann, so wird W gleich dem Trägheitsmoment des 

Querschnitts in Bezug auf die Axschicht. 

W = X8i^2 ~ 5^ 

Für einen rechteckigen Querschnitt von der Höhe h lässt 
sich z* B. aus 5) und 5») leicht ableiten: 

^ - 1 r ^ f^Y 1 ^ ^^Y I ^ f^Yl 

- "^5.22Vr/"^7.2*Vr/"^9:2«Vr/"^*'*' 

für-^ =123457 10 

h 

^ = 1,182 1,039 1,017 1,009 1,006 1,003 1,001 

womit schon ersichtlich ist, dass bei Brückenträgern immer 
an Stelle von W gesetzt werden kann. Ausserdem lassen 
sich für Brückenträger wie insbesondere auch praktische 
Rechnungen ergeben, in 6) bis 8) die Glieder mit r im Nen- 
ner gegen die andern vernachlässigen, so dass folgende 
Näherungsformeln entstehen. (Siehe darüber § 2). 

Y = .r - ^ 6. 

X - ^ 7 

N^ = ^ + '7-0 8. 

Die Ableitungen dieses und des folgenden Abschnitts 
gelten jedoch, wo nichts Gegentheiliges bemerkt ist, auch 
für die genauen Formeln. 

§.2. Stützlinie. Kernlinie. Gurtungsbeanspruch- 
ungen. 

Die Resultante aller Normalkräfte §N^ eines Quer- 
schnitts X bezeichnen wir dm*ch N,. Die Entfernuiig e des 
Angriffspunktes von N, oder auch von R, (Fig. 4) in Bezug 
auf die Axschicht folgt aus 

eN, = :^rSV'^rj = ^- 

" = n: ^^ 
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Fig. 4. 




e ist positiv und der Angrififspunkt von N, liegt oberhalb 
der Aicschicht wenn M, und N, von gleichen Vorzeichen 
sind, andernfalls tritt das Gegentheil ein. Denkt man sich 
bei irgend einer Belastung die AngrifiFspunkte von N, für 
alle Querschnitte ermittelt, so bildet die Gesammtheit der- 
selben eine stetige Curve, welche „Stützlinie" genannt wird. 
Nach der Näherungsformel 8. ist mit Rücksicht auf 18) die 
Normalspannung beijL, x) 

",=^+'1=^0+«^) • ■ • " 

Hieraus ersieht man, dass N^ seine Grenzwerthe für einen 
bestimmten Querschnitt zugleich mit r^, d. h. in den beider- 
seits am weitesten von der Axschicht entfernten Fasern er- 
reicht. Sind tti, tta die absoluten Entfernungen des höchsten 
und tiefsten Punktes von der Axschicht und werden die nur 
vom Querschnitt abhängigen Grössen 

= kl ^ — = k2 . . . . 20 



Fa2 ' Fai 

bezeichnet, so erhält man die Normalspannungen der obersten 
und untersten Faser. 



) 
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•'.-|-+».§=^0 + Ö • ■ • '' 



N2= F~^^e"=¥L^~ klj 



22 



Die beiden Punkte K^ , Ka, welche um ?? == ki und 7 == — k, von der 
Axschicht entfernt liegen, heissen „Kernpunkte" des Quer- 
schnitts. Denkt man sich die Kernpunkte aller Querschnitte 
bestimmt, so erhält man in ihrer Aufeinanderfolge zwei ste- 
tige Linien, welche „Kernlinien'^ genannt werden. Sie fanden 
zuerst durch Culmann in der Bogentheorie Verwendung, 
worauf Wink 1er bei Bestimmung der ungünstigsten Be- 
lastungen davon Gebrauch machte. 

Sind die Grenzwerthe Ni, N, von einerlei Vorzeichen, 
so gilt dies auch für alle zwischenliegenden N^, sämmtliche 
Normalspannungen des Querschnitts müssen dann das gleiche 
Vorzeichen wie ihre Resultante N, haben. Es ist aber nach 
21) und 22) 
Nj mit Nx von einerlei Vorzeichen wenn e>-— k» 
N2 » N, „ „ „ „ e< kl daher: 

Sämmtliche Normalspannungen eines Quer- 
schnitts haben unter sich und mit ihrer Resul- 
tante Nx einerlei Vorzeichen, wenn bei diesem 
Querschnitt die Stützlinie zwischen den Kern- 
linien liegt. Andernfalls sind die Vorzeichen 
der Normalspannungen verschieden und hat 
für e < — k, Nj, für e > kj N2das entgegengesetzte 
V orzeichen wie N»- 

Nach 19) ist derjenige Theil der Normalspannung N, 

M 
welcher vom Moment herrührt gleich ?; -^) er entspricht für 

M 
ein Flächenelement f5 einer Kraft S»?-^ und die Summe aller 

dieser Kräfte für einen ganzen Querschnitt ist wegen J^JJiy = 

M 

^ ^59 = 0, 
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wenn sich das Summenzeichen ohne Grenzenangabe wie immer 
auf den ganzen Querschnitt bezieht. Denkt man sich nun 

Fig. 5. 




alle oberhalb bezw. alle unterhalb der Axschicht Uzenden 
und vom Moment allein herrührenden Normalkräfte durch ihre 
Resultanten Q ersetzt (Fig. 5), so hat man den Zahlenwerth 
derselben 

Q = ^'±^v =^f^^ 23 

Sind weiter die AngrifiFspuntte dieser Resultanten um ff 
von einander entfernt, so folgt 

M, = Q^ 24 

woraus durch Substitution des Werthes von Q 

«-^.. . . . ..35 



Wird der Querschnitt nur durch zwei von' einander 
getrennte Bänder, „Gurtungen" gebildet (Fig. 6), so pflegt 
man alle Fasern je einer Gurtung als gleich stark bean- 
sprucht zu betrachten. Ist daher ^o die Entfeniung der 
Gurtungsschwerpunkte, so folgt für diesen Fall 

M. = Q^o 24a 

Ferner hat man dann, wenn Fi, F2 die Querschnitte von 
oberer und unterer Gurtung, l^i, 1^2 ihre Schwerpunktsab- 
stände von der Axschicht bedeuten, die Entfernungen der 
dur h Nj, N2 beanspruchten Fasern zu setzen a^ =1^1, 02 = 
1^2» womit 
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kl = 



e 



k. = 







Da nun, wie man sich durch Aufstellung der Momenten- 



Fig. 6. 




'KSrn^'^ 



Jxsdätiä 



fM»^^ 



gleichung des Querschnitts (als Fläche) für den obem und 
untern Gurtungsschwerpunkt tiberzeugt 

F^2 = F,^o F^, = Fa^o 

und da wegen Fg 1^2 = Fi f)^ angenähert 

= F,V + F2l|2^ = F,f|,(^, + y = F2^2«i+W 

= Fl 1^1 1§0 = F2 ^2 ^0 

SO folgen durch Substitution 

kl = f|i k2 = 1^2 • • • . 20. 

Bei Bogen mit durchbrochenen Wandungen 
(Fachwerkbogen, Gftterbogen) fallen die Kernpunkte 
der Querschnitte mit den Gurtungsschwerpunk- 
ten zusammen. 

Für die Beanspruchungen der ganzen obern, bezw. der 
ganzen unteren Gurtung hat man im gleichen Fall 

• • • • 26 



Q. =|n, + Q=:M^ + '^. 



Q» = %N,-Q^ 
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Der zuletzt ausgesprochene Satz und die Gleichungen 
24a) bis 27) gelten natürlich auch, wenn bei dünnwandigen 
Trägem die Füllung vernachlässigt wird. 

Um ein Urtbeil darüber zu gewinnen, mit welchem Rechte 
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t 

man statt der Gleichung 8) die Näherungsformel 8.) oder 19) 

anwendet, setzen wir auch in 8) M, = eN, und berechnen 

für einen rechteckigen Querschnitt von der Höhe h und der 

N ' 
Breite b das Verhältniss ^ des genauen Werthes zum Nähe- 

rungswerth der Normalspannung in der obersten Faser unter 

der Voraussetzung, dass e = ki ist, also eben noch alle 

Normalspannungen von gleichem Vorzeichen sind. Es ergeben 

sich mit G = j\hlfiy F = bh, ki=ih und W = ae 

h . 2_ 

h 




V)) 



und hieraus mit Bücksicht auf die in §. 1 berechneten Werthe 
von a 

für-g- = 1 2 3 4 5 7 10 

^ = 0,865 0,927 0,949 0,961 0,969 0,978 0,984 

während für Brückenträger immer Tr>10 ist, und die Grund- 
lagen der Theorie ohnehin nicht vollständig genau sind. 

§. 3. Aeussere Kräfte und Momente. 

Ein beliebiger Bogenträger sei gegeben (Fig. 7). Hori- 
zontale Entfernung der Schwerpunkte der Endquerschnitte 1, 
Belastung und Temperatur beliebig, über die Art der Be- 
festigung der Enden und etwaige Gelenke wird nichts voraus- 
gesetzt. Der Ursprung der Goordinaten wird ein für allemal 
im Schwerpunkt des linken Endquerschnitts angenommen 
positive Richtungen von x = Axe und y = Axe wie bereits 
festgestellt, nach rechts und oben, für x ii::^ 1 y = c. 

Die Gesammtbelastung wird nur durch die Gegendrücke 
der „Kämpfer" das Gleichgewicht gehalten, welche wir durch 
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Fig. 7. 




R und — R' bezeichnen wollen. Lage, Grösse und Richtung 
der Kämpferreactionen sind unbekannt. Denkt man sich je- 
doch im Schwerpunkt des Querschnitts o parallel der Käm- 
pferreaction R deren Grösse zweimal und entgegengesetzt 
angetragen, wodurch am Gleichgewicht nichts geändert wird, 
so erkennt man, dass sich R immer ersetzen lässt durch eine 
Horizontalkraft H, eine Verticalkraft V und ein Moment M. 
Ganz ebenso lässt sich — R' ersetzen durch eine Horizontal- 
kraft, eine Verticalkraft' und ein Moment, welche wir durch 
— H', — V, — M' bezeichnen wollen. 

Es mögen nun (Fig. 8) zwischen o und x bei ai, ae, . . . 
die Lasten Pi, P2, ... angreifea, wobei die P auch Lastele- 
mente sein und die a nur um Dififerenziale da dififeriren 
können (vertheilte Lasten). Bezeichnen wir bei x die ganze 
Horizontalkraft mit H», die ganze Verticalkraft mit V,, so 
müssen wir, weil bei horizontaler Axe N^ =: H„ T, = Vx 
wäre, nach den Festsetzungen in § 1 H, dann als positiv 
bezeichnen, wenn es von links nach rechts und Vx, wenn es 
von unten nach oben wirkt. Da nach §. 1 H, gleich der 
Summe aller äusseren Horizontalkräfte, V, gleich der Summe 
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Fig. 8. 



H 




9 fh «fc~ 



V' 



"V" 



aller äussern Verticalkräfte und M, gleich der Summe der 

Momente aller äussern Kräfte links von x sind, so haben 

wir 

Hx = H 28 

Vx = V — iP 29 

Mx = M + Vx — Hy-iP(x— a) . . . , 30 
Hx heisst der „Horizontalschub" bei x und Gleichung 1) sagt 
uns: Für alle Querschnitte eines beliebig be- 

Fig. 9. 




lasteten Bogenträgers hat der Horizontalschub 
denselben Werth. Es ist also auch Hi = H' = H. 

Durch Zerlegung von H und V, in Componenten norma 1 
und längs dem Querschnitt (Fig. 9) erhält man die ganze 
Axialkraft und die ganze Transversalkraft bei x 

Nx = V, sin <p + H cos <p 31 

T, = V,cos<p — Hsin<p . . . . . . . 32 

Für den Winkel , welchen die Resultante aller im Quer- 
schnitt angreifenden Kräfte mit der x = Axe bildet, hat man 

tg^=^, 33 

und für die Grösse der Resultante selbst 

Rx = -^ = -^ = V^!PTT7 = V^N7+T7 . 34 
cos 4» sm\{/ ' * I X 

Differenzirt man Gleichung 30) nach x so folgt (Note 1) 



und wegen dx = dscosy sowie mit Rücksicht auf 32) 

dMx ^ 

ir = T, 35 

Für mathematische Maxima und Minima von Mx lautet 
also die Bedingung 

Tx = oder Vx = Htg9), . ... 36 
es steht an den betrefifenden Stellen R, normal zum Querschnitt 

Gleichung 30) geht für x 1= 1 über in 

M, = M' = M + VI ^Hc — i:P(l-a) woraus 

V =l[M'-M + Hc+ZPa-a)] . 37 
Substituirt man diesen Werth in 29) so folgt für x = 1 

V = 1|^M' - M + Hc - ZPal . . , 38 

Sobald M, M', H bekannt sind, können mittelst der gege- 
benen Formeln V, V sowie Momente und Kräfte in allen 

Querschnitten bestimmt werden. 

2 
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Sämmtliche g^ebene Gleichungen gehen mit 9 
y = 0, c = 0, in die fiir gerade Träger gültigen ober. 



= 0, 



Nehmen wir an, dass nicht nur Lasten, also veiticale 
Kräfte, sondern beliebige in der Bogenebene liegende Kräfte 
angreifen (Fig. 10) Die Pi , P2, • . • wirken unter Winkeln 

Fig. 10. 




•0»!, ca>2, • • . und ihre Angriffspunkte liegen bei ai, bi, a« , bs, 
. . Es ergeben sich dann ganz wie oben 

H, = H — i:Pcos<«> 28. 

V, = V — i:Psinc«> • . . • . 29. 

M, = M -f Vx — Hy — -SP(x— a)8in&) + i;P(y— b)cosc^ 

30. 

und ist also jetzt der Horizontalschub nicht mehr constant. 

Weiter werden (Fig. 9) 

Nx = Vx sinj) -(- HxCOSj) . . • . 31 
Tx = VxCosp — HxSinj) • ... 32. 



Rx = 



Hx 



Vx 



COS ylf sin ^ 



= Vej + Vx^ = KNx* 4- Tx^ 



34. 
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Differenzirt man die Gleichung für M. nach x, so folgt 
(Note 1) 

-5^ = V— Htg9>— ^Psinfc) + 2Pcosö>tg^ = V,— H.tgj) 

oder wegen dx = dscosj? und 32» 

— ' - T 35 

Diese Beziehung gilt also ganz allgemein für beliebig be- 
lastete und durch Wärme beeinflusste gerade und krumme 
Träger*), ebenso die Bedingung für Maxima und Minima von M, 

T, =0, V, = Hjgp. .... 36. 
Aus den Gleichungen 29») und 30») folgen ganz wie oben 
aus 29J und 30) 

V — yFM'— M + Hc+i;P(i-a)sincB> — 2P(c— b)cos6i>l 

37» 
V = y [m'- M + Hc — i; Pasin cß) — 2 P (c— b) cos oJ] 38» 

Natürlich gelten auch alle Gleichungen der §§ 1, 2, 4 wie 
bei verticalen Kräften. 

§. 4. Spezifische Transversalkraft und spezi- 
fische Längsschubkraft 
Es seien vorübergehend Axialkraft und Moment für einen 
Querschnitt x (Fig. 11) durch N, M und für einen um ds 
entfernten Querschnitt durch N', M' bezeichnet. Dann ist 
die Resultante sämmtlicher angreifenden Normalkräfte eines 
zwischen »? = ?? und »? = ai gelegenen Theils des Querschnitts 

X nach 8») 

«1 "vroi TU- Ol 

S = SgN = ^S^ + ^f%v 

*) Ganz scharf ist 35) übrigens nur bei horizontaler Axe und 
zwar desshalb, weil genau genommen, in §. 3 alle 2 sich nicht auf 
die P vor x, sondern auf diejenigen vor der Querschnittsebene be- 
ziehen sollten. Beide Summen stimmen aber nur bei horizontaler Axe 
immer überein. 

2* 
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und die Resultante sämmtlicher widerstehenden Normalkräfte 
des um ds entfernten entsprechenden Querschnittstheils 

S' = tLs?! + ^s% 



Fig. 11. 



7" 




Hieraus folgt 

S'— S 



N'— N^c> , M' — M%>„ 



Die beiden an der untern Grenze des schraffirten Träger- 
heils zusammenhängenden Flächen werden sich im Allgemeinen 
gegeneinander zu verschieben suchen. Die ^Kraft, welche in 
der untern Hälfte darauf hinwirkt, bezeichnen wir durch S,^ ds 
und soll dieselbe als positiv gelten, wenn sie von der Richt- 
ung der wachsenden s ist S^ bezieht sich (bei Vernachlässigung 
00 kleiner Grössen) auf die Längeneinheit und ganze Träger- 
breite bei V, dieser Werth mag „spezifische Längsschubkraft" 
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heissen. Wenn nun T' die Transversalkraft von v bis ai in 
der Fläche rechts des schraffirten Trägertheils , so lautet für 
diesen die Bedingung „Summe aller Kräfte HS gleich 0**: 

S^ ds + S — S' cos d 9 — T' sin d p - sin 9 d JS P =1 

S^ds = S' — S+T'dp+sincpdip 
oder mit Rücksicht auf den Werth von S' — S 



^'?=F-drf ^~0^f^.+^ dT+'^^^^-dT^ 

Aus 31 mit 29 folgt 

diV; ^df . dip 
ds ds' ^ ds 

Nach Substitution dieses Werthes und von 35 erhält man 

die spezifische Längsschubkraft bei x, 17 

Gleichung 39 liefert wie es sein muss für »^ = a wegen Sg=0, 



V "^ 



Q .• dZP 
S^=siny 



V " ds 

und für v = — a2 wegen JS g=F,2;gi? = 0,r= -^T, 

S^=0- 
Da jedoch im dritten Glied die Summanden beide kleiner 

d m 

als Tx und von verschiedenen Vorzeichen sind, da ferner -3^ 

' ds 

= — (r Krümmungsradius bei x), also sehr klein ist, so kön- 
nen wir dies dritte Glied mit demselben Rechte vernachlässi- 
gen, mit dem wir 8) in 8.) vereinfachten. Das zweite Glied 
in 39) ist bei concentrirten Lasten allein zwischen je 2 auf- 
einanderfolgenden P gleich Null und bei stetig vertheilten 
Lasten klein genug, um in allen practischen Fällen setzen zu 
können T a^ 
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Diese Gleichung ist um so genauer, je flacher der Bogen ist 
und für horizontale Träger wegen q> = vollständig richtig. 
Wären nicht nur Lasten, sondern beliebig gerichtete Kräfte 
vorhanden gewesen, so würde sich in analoger Weise wie oben 
vorgehend, jedoch mit Rücksicht auf 31») 29.) ergeben haben 

S, - ^d, + j^ yi -fTTJ + di 

Ol 

(39. 



(t, i^+t) 



welche Gleichung jedoch ebenfalls mit genügender Genauig- 
keit durch 40) ersetzt wird. 

Wie man sieht, ändert sich 8^ sowohl mit dem Quer- 
schnitt als mit der Entfernung von der Axschicht. Für einen 
bestimmten Querschnitt ist S^ am grössten in der Axschicht 

nämlicl^ mit Rücksicht auf 25) 

T «1 T 

«0 = 1^5" = r 41 

Bei Bogenträgern mit dünnen Wandungen (Blechträger), 
kann noch näherungsweise ]& = I)o (Entfernung der Gurtungs- 
ßchwerpunkte) gesetzt werden und nimmt dann der Werth S„ 
von der Axschicht bis zum Beginn der Gurtungen nur wenig 
ab. Bei gleichem i? ändert sich S^ proportional der Trans- 
versalkraft T X, erreicht also auch in den gleichen Querschnitten 
wie diese ihre grössten Werthe. 

Unter „spezifischer Transversalkraft" T^ in 
irgend einer Entfernung p von der Axschicht soll verstanden sein 
derjenige Theil der Transversalkraft T„ welcher an genannter 
Stelle pro Höheneinheit und auf die ganze Breite b des Quer- 
schnitts zu rechnen ist. Betrachten wir nun ander Stelle x, t} 
ein Trägerelement (Fig. 12) von den Dimensionen b, di?, ds^, 
so wirken auf dieses Element nach dem Bisherigen 6 Kräfte, 
welche, wenn wir die Normalkraft pro Höheneinheit und auf 
die Breite b Gj^ = b Hy bezeichnen und bei Vernachlässigung 
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unendlich kleiner Grössen zweiter Ordnung die in Fig. 12 
eingeschriebenen Werthe haben. Das Gleichgewicht gegen 
Drehung verlangt nun 

TrjA^ . ds^ = S^ds^ . dl) woraus 

41 

An jeder Stelle x, t; eines Bogenträgers ist 
die spezifische Transversalkraft gleich der spe- 
zifischen Längsschubkraft. 

Fig. 12. 



Tiy — Sjj 




, Man kann nun durch einfache Zusammensetzung in der 
Fig. 12 angegebenen Kräfte auch die spezifischen Beanspruch- 
ungen in beliebigen Eichtungen, sowie deren Maxima und 
Minima erhalten, kommt aber dabei auf dieselben Formeln 
und Linien (Spannungstrajectionen), wie in der Theorie der 
geraden Träger. Da sich also nichts Neues ergibt und die 
schiefen Spannungen bei Berechnung der Bogenträger ohne 
Bedeutung sind, so will ich hier nicht weiter darauf eingehen . 

§.5. Schnittlinie und Umhüllungslinien der Käm- 
pferdrücke. 
Auf einen beliebigen Bogenträger wirke eine einzelne 
Last oder ein Lastelement P (Fig. 13). Hiedurch werden ge- 
wisse Gegendrücke E, — R' der Kämpfer hervorgerufen, die 
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sich mit P ins Gleichgewicht setzen, so dass P, R und R' durch 
einen Punkt S gehen. Die Abscisse a des Schnittpunktes S 
ist die des Angriffspunktes von P, die Ordinale b findet sich 

Fig. 13. 




wie folgt. In Bezug auf S ist das Moment von R gleich 
Null. Da aber R durch H, V und M ersetzt wird, so hat man 

M + Va — Hb =: woraus 



b = 



M + Va 
H 
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Mit der Lage der Last P ändert sich auch die Lage des 
Schnittpunktes S. Lässt man P nach einander alle Lagen 
Von a = bis a =^ 1 durchlaufen, so beschreibt der Punkt S 
eine stetige Curve, welche „Schnittlinie der Kämpferdrücke" 
oder kurz „Linie S** heissen mag. Diese wichtige Linie, 
deren allgemeinste Gleichung durch 42) gegeben ist, scheinen 
ziemlich gleichzeitig (1867) Franke 1 und Wink 1er aufge- 
funden zu haben. 

Bezeichnet man die Ordinaten derjenigen Punkte , in 
welchen R und R' die Verticalen bei o und 1 schneiden durch 
w, w', so hat man weil in Bezug auf den ersteren Schnitt- 
punkt das Moment von R in Bezug auf den letzteren das 
Moment von R' gleich Null sein muss 
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M — Hw = 0, M' — H(w' — c) = woraus 
W = jj, w' -c+-g- 43 

Für die Winkel, welche B, B' mit der Abscissenaxe bildeo, 
folgen aus 33) 

V V 

tgto= H> *g'''' = H ** 

Mit der Aenderung von a nimmt nicht nur der Punlrt 
S einen anderen Ort ein, sondern es gerathen auch die Richt- 
ungslinien der Kämpferdrücke R, R' in andere lAgen. Gehen 
wir von irgend einem Anfangswerth a aus CFig. 14) und lassen 
a und d a wachsen, so werden auch die genannten Bichtungs* 
linien ihre Lagen nur unendlich wenig ändern, wobei sich aber 
doch die vorige R- linie und die neue R- tinie in einem Punkte 
V, u schneiden müssen, und ebenso die vorige und die neue R' - linie 
in einem Punkte v', u'. Gehen wir wieder um da weiter 
Fig. 14. 





SO schneidet sich die entstehende dritte R-linie mit der zwei- 
ten R- linie und ebenso die dritte R'- linie mit der zweiten R' 
linie. Fährt man so fort und verbindet dann alle Schnitt- 
punkte V, u aufeinanderfolgendor R- linien, so erhält man eine 
ümhüllUngslinie der Eämpferdrücke R"; ebenso erhält man 
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durch Verbindung aller Schnittpuncte v', u' eine „Umhüllungs- 
linie der Kämpferdrücke R'". Wir wollen die erste auch 
einfach „Linie ü", die zweite „Linie U'" nennen. Derartige 
Linien kommen zuerst bei W i n k 1 e r vor* 

Es sollen nun für eine beliebige Lage a der Last die 
Coordinaten des Schnittpunkts der zwei unendlich benachbar- 
ten R- linien a1}geleitet werden. Sind Vi Ui die laufenden 
Coordinaten der R-linie für die Lage a, so ist. die Gleichung 
dieser Linie 

Ui := W + Vitg\|^o 

Gehen wir nun um d a weiter, so ändern sich w um d w, 
tgvpo um dtg\po und die Gleichung der neuen R- linie lautet, 
wenn Vg, U2 ihre laufenden Coordinaten, 

U2 = w + dw + VgCtgvf'o + dtgxf'o) 
Für den 'Durchschnitt beider Linien ist Ui, = Ug = u, \^= Vg 
= v, also durch Subtraction 

= dw + vdtg^f;o woraus und womit 
_ dw 

"" ~ dtgvpo 
. , dw 

u =w — tgxj^o 



dtg^o 

Substituirt man in diese Formeln die aus 43) 44) folgenden 
Werthe von dw und dtgxf'o so folgen 

_ HdM — MdH 
^ ~ VdH- HdV •*••••• "^ö 

_ VdM~MdV 
^ ~ VdH— HdV ^ 

worin alle Diflferenziale sich auf ein variables a beziehen. 

Sind die Ausdrücke für V, H, M ermittelt, so kann man 
dieselben nach a differenziren und so aus 45) 46) die Coor- 
dinaten des Schnittpunktes je zweier auf einanderfolgender 

» 

R- linien erhalten» Wird dann mittelst einer der beiden Glei- 
chungen a aus der andern eliminirt, so erhält man in der 
entstehenden Beziehung zwischen u und v die Gleichung der 
Umhülluogslinie ü. Es lassen sich jedoch V, H, M erst dann 
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durch lauter bekannte Grössen ausdrücken', wenn Näheres 

über die Form des Trägers bekannt ist 

Die Gleichung der R'- linie ist für den Angriffspunkt a 

der Last 

Ui = w' — (i-vOtgxpi 

Mittelst dieser Gleichung erhält man in ganz analoger 

Weise wie oben die Coordinaten des Schnittpunktes je zweier 

unendlich benachbarter R'- linien 

HdM' — M'dH 



V = 1 



u' = c + 



V'dH-HdV 
V'dM'— M'dV 



47 



48 



V'dH-HdV 

und kann hieraus durch Elimination von a die Gleichung der 
Umhüllungslinie ü' erhalten werden. Gewöhnlich interessirt 
diese Gleichung allerdings desshalb nicht, weil für symmetrisch 
geformte Träger die Umhüllungslinien U und U* symmetrisch 
zur Verticalen durch den Scheitel liegen» 

Sind für einen Träger die Linien S, U, U' verzeichnet, 
so ist es sehr leicht, die von irgendwelcher an beliebiger 

Fig. 15, 



ff-. 



VI. 



'^f fl^K 
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Stelle a angreifenden Last P hervorgerufenen R, R', V, V, H 
graphisch zu erhalten, wie dies in Fig. 15 angedeutet ist. 
Die Momente M, M' ergeben sich nach Abgreifen von w, w' 
aus 43). Für eine Gesammtbelastung wären die von den Ein- 
zellasten herrührenden Werthe zu addiren, doch macheu wir 
keinen Gebrauch hievon. 

Es mag schon jetzt erwähnt werden, dass bei frei dreh- 
baren Bogenenden (Bogenträger mit Kämpfergelenken) wegen 
M =r 0, M' = 0, dM = 0, dM' =i für jede Lage der 
Last aus 45) ~ 48) 

V = v' =: 1 

u = u' = c 

Die ümhüUungslinien der Kämpferdrücke 
sind Punkte, die Kämpferdrücke R und R' gehen 
stets durch die Gelenkpunkte bei und 1. 
§ 6. Ungünstigste Belastungen. 

In jedem Querschnitt x hängen 2 Flächen zusammen. 
Suchen die Kräfte und Momente links von x die Fläche da- 
selbst von der rechts von x zu trennen (Fig. 1), so müssen 
von dieser her solche Kräfte und Momente wirken, welche den 
Ersteren nummerisch gleich, aber von entgegengesetzter Rich- 

Fig. 16. 




tung sind. Um nun in Bezug auf die Vorzeichen consequent 
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zu sein, haben wir unter den Kräften und Momenten im 
Querschnitt x stets die von der Fläche links von x aus wir- 
kenden verstanden. Wir haben ferner M, dann als positiv 
bezeichnet, wenn es wie der Zeiger der Uhr rechts herum 
dreht, N, wenn es drückend also gegen den Querschnitt wirkt, 

und Tx wenn es nach oberhalb der Axschicht gerichtet ' ist. 
Hält man hieran fest, so hat es keine Schwierigkeit, die un- 
günstigsten Belastungen selbst in abnormen Fällen anzu- 
geben. 

Denkt man sich auf einen beliebig geformten Bogenträger 
zunächst nur eine Last P an beliebiger Stelle a wirken, so 
halten dieser das Gleichgewicht gewisse Kämpferreactionen, 
R, R', deren Lage und Richtung sich nach Fig. 15 finden* 
Die Abscisse des Schnittpunctes der Querschnittsebene x mit 
Linie S bezeichnen wir durch s und hat man dann für die 
Resultante der im Querschnitt x wirkenden Kräfte R, = R 

Fig. 17. 




wenn a > s (Fig. 16) und R, = R' wenn a < s (Fig. 17) 
Die Richtungen und Lagen von N, und T, ergeben sich durch 
einfache Zerlegung von R, in Componenten J_ und || der 
Querschnittsebene. 
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Normalkraft. Der Beitrag einer Last P zur Normal- 
kraft N, würde gleich Null (Fig. 16, 17) 

1) für a > s, wenn die Tangente von Punct S an Linie U || 
der Querschnittsebene stände; 

2) für a < s, wenn die Tangente von Punct S an Linie U' || 
der Querschnittsebene stände. 

Beide Fälle kommen aber practisch gar nicht vor und es 
tragen daher alle Lasten auf dem Träger in gleichem Sinne 
zu N, bei und wird N, um so grösser je stärker (Total belastung) 
und um so kleiner je schwächer (Eigengewicht) die Belastung. 
Für nach oben gekrümmte Träger ist N, stets Druck und 
positiv, für nach unten gekrümmte Zug und negativ. 

Normal Spannungen. Diejenigen Werthe Ni, N2 der 
Normalspannungen, zwischen welchen alle anderen liegen, 
treten in der obersten und untersten Faser ein. Bei Bogen 
mit durchbrochenen Wandungen kommt eventuell nur hinzu, 



Fig. 18. 




dass die übrigen Fasern der gleichen Gurtung ebenso stark 
beansprucht werden. Es genügt also für die Dimensionen- 
berechnung, die Grenzwerthe von Ni, Na zu kennen. Nun 
wissen wir nach § 2, dass nur solange Ni mit N, von gleichem 
Vorzeichen ist, als ßx oberhalb des untern Kernpunctes Ka 
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angreift (Fig. 18). Zieht man daher durch Kg Tangenten an 
die ürahüUungslinien ü und ü' bis zu den Schnittpuncten mit 
Linie 8, so vergrössert in dem nach oben gekrümmten Träger 
jede Last in der mittleren Strecke den Druck, jede Last in 
den beiden äusseren Strecken den Zug in der obersten Faser, 
es deuten in Fig. 18 fette Striche an, welche Strecken mög- 
lichst stark (Totalbelastung), feine, welche Strecken möglichst 
schwach (Eigengewicht) zu belasten sind, wenn die Grenzwerthe 
von Ni entstehen sollen. 

Auf ganz analoge Weise erhält man die ungünstigsten 
Belastungen für Na. Wir wissen, dass nur so lange Spannun- 
gen von gleichem Vorzeichen wie N, in der untersten Faser 
entstehen, als R, unterhalb des oberen Kernpunctes Ki an- 
greift (Fig. 19). Zieht man also durch Ki Tangenten an ü 
und U' bis zu den Schnittpuncten mit Linie S, so tragen in 

Fig. 19. 




dem nach oben gekrümmten Träger alle Lasten in den beiden 
äusseren Strecken zum Druck, alle Lasten in der mittleren 
Strecke zum Zug in der untersten Faser bei, es sind in 
Fig. 19 die Belastungen für die Grenzwerthe von Nj ange- 
deutet. — Bei nach unten gekrümmtem Träger zeigt sich bei 
gleichem Vorgehen wie hier, dass für alle Strecken feine 
durch fette Striche zu ersetzen sind und umgekehrt 
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Schubkräfte. Der Beitrag einer Last P zur Trans- 
versalkraft T, ist gleich Null (Fig. 16, 17) 
1) für a > s, wenn die Tangente von Punct S an Linie Uj_ 
der Querschnittsebene steht; 

Fig. 20 




2) für a < s, wenn die Tangente von Punct S an Linie U'J_ 
der Querschnittsebene steht; 

3) wenn a = s ist, in welchem Falle der Beitrag sein Vor- 
zeichen wechselt, also den Werth Null durchschreitet. 

Für die zwischenliegenden a ergeben sich die Richtungen 
oder Vorzeichen der Beiträge wie in Fig. 16, 17 und deuten 

Fig. 21. 




also Fig. 20, 21 die Belastungen für die Grenzwerthe von T, 
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in den betreffenden Querschnitten an. Bei nach unten ge- 
krümmtem Träger wäre ganz analog zu verfahren. Da nach 
§ 4 specifische Transversalkraft und Längsschubkraft propor- 
tional T. sind, so hat man mit den ungünstigsten Belastungen 
für Letztere auch die für Erstere. 

Momente. Für das Moment M, hat man nach §2 

M, = eN, 
worin das Vorzeichen von N. unveränderlich, e aber die Ent- 
fernung des Angriffspunctes von Rx oder N. von der Axschicht 
in der Querschnittsebene gemessen. Es ist also 

1) bei nach oben gekrümmtem Träger M, positiv oder ne- 
gativ, je nachdem e positiv oder negativ, d* h. je nach- 
dem Bx oberhalb oder unterhalb der Axschicht angreift; 

Fig. 22. 




2) bei nach unten gekrümmtem Träger M, negativ oder 
positiv, je nachdem e positiv oder negativ, d. h. je nach- 
dem Rx oberhalb oder unterhalb der Axschicht angreift. 
Greift R« in der Axschicht an, so ist M, = 0. Mit 
Rücksicht auf das oben über Rx Gesagte sind also bei dem in 
Fig. 22 angedeuteten Bogenträger die ungünstigsten Belastun- 
gen wie beigesetzt ermittelt. — 

3 
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Je geringer die Entfernungen der Kernlinien von der Ax- 
scbicbt unter gleichen Verhältnissen der Letzteren , umsomebr 
nähern sich die Belastungsgrenzen für 

max druck Ni, maxpos M,, min druck N,, some für 

min druck Ni, max neg. M„ max druck Nt 
Da nun der Einfluss der Lasten in der Nähe der Belastungs- 
grenzen Überhaupt sehr klein ist, so wird es in sehr vielen 
Fällen genügen, die ungünstigsten Belastungen für M, auch 
als solche für Ni, Nt zu verwenden, d. h. die Kemlinien ganz 
aus dem Spiele zu lassen. Für Bogen mit durchbrochenen 
Wandungen fallen die Kemlinien mit den Gurtungsschwerlinien 
zusammen. 

Bei Bogen mit Kämpfergelenken sind die .Umhüllungs- 
linien U, U' zu Puncten, den Gelenkpuncten , zusammen- 
geschrumpft Die oben als Tangenten an U, U' erwähnten 
Linien sind dann durch die Gelenke bei und 1 gezogene 
Gerade. 

Die Construction der drei Belastungsstrecken ei^ibt häufig, 
dass die mittlere Strecke bis ans Trägerende oder über dieses 
hinaus reicht, so dass nur eine äussere Strecke in Betracht 
kommt. 

DL Besondere Arten von Bogenträgem. 

Die in diesem Abschnitt abzuleitenden Beziehungen gelten 
für alle Formen der betrachteten Trägerarten, nach oben oder 
unten gekrümmt, symmetrisch oder nicht, Constanten oder va- 
riablen Querschnitts bei beliebiger Belastung und beliebigen 
Temperaturen* 

Die statisch bestimmten Träger der §§ 7—9 sind mit 
diesem Abschnitt erledigt, abgesehen von den Formänderun- 
gen, welche gewöhnlich nicht interessiren. In Bezug auf 
Letztere und die Träger in §§ 10—11 erübrigt nur noch die 
Ableitung einiger bestimmter Integrale, welche von den spe- 
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ciellen Trägerformen ablrnngt ubd mit der eigentlichen 
Theorie nichts zu thun hat Ueber besondere Belastungs- 
arten siehe Note 2. 

§ 7. Bogen mit einem festgespannteji und einem 

freischwebenden Ende. 

Wir legen deri Ursprung der Coordinaten in den Schwer- 
punct des Querschnitts an der Einspannungsstelle und sind 
dann in den Gleichungen des § 3 (Fig- 23) M' = 0, V = 0, 
H = Hl = 0. Daher aus 38) Moment bei 

M = — 2!;Pa ...... (49 

und mit Bücksicht hierauf aus 37) Verticalreaction bei 

Fig. 23. 




V = -SP ...:... (60 
Die Substitution der nun bekannten Werthe in 29) — 32) ergibt 
Moment, Verticalkraft, Normalkraft und Transversalkraft bei x 

M. = M + Vx — i;P(x-a) = -i;P(a — X) . (51 



v, = v-zp = i:p 



(52 
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jV,=V,sin5)=8iuj)2P .... (53 

z 
/ 

Tx = V,cos9 = 00892;? , . . . (£4 

Die Resultante aller in einem Querschnitt angreifenden Kräfte 

ist Rx = VW+WT= Vx und ihre Richtung natürlich mit 
der von V« übereinstimmend, also vertical, wie auqh aus 
tg \p = Vx : H = ± 00 hervorgeht. Für die Normalspannungen 
Ngj, N^, -Ni, die specifischen Transversal- und Längsschub- 
kräfte T^, To, 8rf^ So und die Entfernung e des Angriflfs- 
punctes von ^x oder R, von der Axschicht gelten ohne Aen- 
derung die in den §§. 1 — 4 gegebenen Formeln. 



Die Aenderung des Winkels 9 der Balkenaxe mit dem 
Horizont bei x ist wegen A?o == aus 11) 



A 9 = 



Xds 



(55 



und die Aenderung der Coordinaten x, y nach 9) 10) 



AX = 



A 9dy + 







Ydx 



Ay = 







A 9dx + 



Ydy 



(56 



(57 



In diesen Gleichungen sind X, Y durch § 1 und in allen 
practischen Fällen genügend genau durch 6») 7.) bestimmt. 

Wird der Träger nicht nur von Lasten, sondern von be- 
liebigen in der Bogenebene wirkenden Kräften ergriffen, so 
folgt mit M' = 0, V = 0, H, = aus 28.) die Horizontal- 
kraft bei x 

H = JSP cos to) 
aus 38a) das Moment bei 
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M = — -SPasincü+ZPbcoscß) 
und aus 37») die Verticalkratt bei 

V = 2: P sin <«> 
Mit den hiernach bekannten Werthen liefern die Gleichungen 
280-30,) 

Mx = — -SP(a — x) sin« + 2;p(b - y) coscß> 

X X 

X 

/ 

H, — ZPcoso» 

X 

während N^, T., R., \p sowie die Normalspannungen und 
Schubkräfte durch die Formeln des ersten Abschnitts bestimmt 
bleiben, in welchem nur Hx an Stelle von H tritt. Für die 
Formänderungen gelten die Relationen. 55)— 57) 

Der zuletzt betrachtete Fall kommt auch bei Röhren- 
krahnen vor, wo aber nur einP, nämlich die Eettenspannung, 
nicht vertical wirkt. 

S 8. Bogen mit uneindlich vielen Gelenken, 

Eettenlinien. 

Bogenträger mit stetig aufeinander folgenden Gelenken 
heissen „Ketten**, alle Curven, welche die Axen derselben 
bilden können, werden als „Kettenlinien** bezeichnet. Da hier 
für alle Querschnitte M. = und wie immer 

SO können bei Ketten nie Transversalkräfte entstehen und 
muss die Resultante Rx = Nx überall normal dem Querschnitt 
oder tangential der Kettenlinie wirken und in der Axschicht 
angreifen. 

Aus 30) folgt die allgemeinste und zugleich einfachste 
Gleichung aller Kettenlinien für verticale Lasten 
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y = -i^ fv X — 2P(x— a)J ... (58 

30.) würde die Gleichung für beliebige Lasten liefern. Die 
Verticalreactionen der Stützpuncte (Rlonen) werden nach 37) 38) 

V = y [ip(Z-a)+HcJ .... (59 

-V' = |[i;Pa -Hc] ... (60 

Pig. 24. 




W^en 



tg})=tgt=^ und V, = V — ip 



(61 



liegt der Eettenscheitel in demjenigen Querschnitt x, für 

welchen V, den Werth Null, d. h. auch SF den Werth V 
durchschreitet 

Um das Problem weiter verfolgen zu können, muss noch 
eine Angabe gemacht sein, denn es ist klar, dass die Form 
der Kette nicht nur von 1, c und der Belastung, sondern auch 
von der Eettenlänge abhängt Wäre z. B. für einen Quer- 
schnitt X, der nicht mit einem Stützpunct zusammenfällt, die 
Ordinate y gegeben, so würde aus 58) und 59) der Hori- 
zontalschub 



H 



_ xZP(^— a) — ^ZP(x— a) 

Ij—cx 



(62 
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oder wäre für einen Querschnitt x abgesehen vom Scheitel 
der Neigungswinkel 9 bekannt, so würde aus 61) mit 59) 

^ - It^^^c . • . • (63 

In practischen Fällen pflegt ausser 1, c und der Belastung 
noch der Pfeil y = f der Kette gegeben zu sein. Um dann 
62) zur Bestimmung von H verwenden zu können, muss erst 
die Abscisse x = g des Scheitels, d. h. der Ordinate y = f *), 
ermittelt werden. Durch Gleichsetzen der beiden letzten Aus- 
drücke folgt allgemein 

yZP(Z-a) — yZ2:P + ci:Pa 

tgp = - — r — X 

x2P(/— a) — i2P(x— a) 
und hieraus für x = g, y = f, 9 =0 

lp(Zf— ca) = f2:P(Z-a) ... (64 

Der Kettenscheitel liegt in demjenigen Puncte x = g, für 
welchen der Ausdruck links den Werth rechts durchschreitet. 
Nachdem H bestimmt ist, findet sich allgemein 

R,= VW+W (65 

und nimmt also die Eettenspannung vom Scheitel aus nach 
den Pilonen hinzu. 

Für Ketten mit gleich hohen Stützpuncten ist in allen 
obigen Gleichungen c = zu setzen und werden z. B. 

V=j-SP(Z— a) (66 

^ V' = j-SPa (67 

während die Abscisse des Scheitels 



*) Man pflegt hier g nach unten und H nach aussen als positiv 
zu rechnen, die erste Annahme hat in unsern Gleichungen die zweite 
zur Folge, doch kann man auch consequent bleiben. 
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x=g woV.=0 d.hl:P=V ... (68 
und alsdann 

H^Y[vg-lp(g-a)] . . . (69 
Ist die Kette zur Mitte symmetrisch belastet, so hat man ohne 

Rechnung g = -ö- 

Ganz wie hier für verticale P folgen aus den am Ende 
des § 3 gegebenen Formeln die Beziehungen für Ketten mit 
beliebig gerichteten P. Die Gleichungen und Gesetze aller 
möglichen Kettenlinien können aus den vorstehenden als spe- 
cielle Fälle abgeleitet werden, Auch die Form und Längen- 
verhältnisse der Kettenbrückenlinien lassen sich daraus genauer 
entwickeln als nach Na vier. (Siehe hierüber §. 16.) 

§ 9. Bogen mit drei Gelenken. 

Der Bogen habe zwei Kämpfergelenke und ein drittes 
Gelenke an beliebiger Stelle x = g, y = f (Fig. 25). Als- 
dann sind M = 0, M' = 0, Mg = 0, es werden nach 37) 38) 
die Verticalreactionen der Kämpfer 



V=^[i:P(^-a)+Hc"| 
-V=:j[i:Pa -Hc] 



(70 



(71 



und speciell für gleiche Stützhöhen mit c = 

1 i 
V=j2:P(/— a) (72 

-V' = yi:Pa (73 

Aus 30) folgt mit x = g der Horizontalschub 

H--:Y[vg-lP(g-a)] . . . (74 
oder nach Substitution des Werthes V 
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H=f7i^^[(/-g)^Pa4-giP(;-a)] . (75 
Li^ eine Last gerade bei a = g, so ist es gleichgültig, ob 



Fig. 25. 




'H 



man sie in der ersten oder in der zweiten Summe berück- 
sichtigt, denn man hat dann (I — g)a = g(l — a). Speciell 

für symmetrische Träger wird aus 75) mit 1 = 0, g = -^ 



H 



= -^[iPa + i;P(;-a)] • ... (76 



Fig. 26. 




Das Moment in einem beliebigen Querschnitt x folgt 
aus 30) 

M. =:Vx — Hy— 1p(x— a) .... (77 
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während die Beanspruchungen im Querschnitt V„ N», T„ R„ 
Ni, Nj, So, To u. s. w., sowie v}^, e durch die ungeänderten 
Formeln der §§ 1 — 4 bestimmt bleiben* 

Die ümhüUungslinien Ü, U' der Kämpferdrücke sind wie 
immer bei Vorhandensein von Kämpfergelenken Puncte, sie 
fallen mit den Mittelpuncten der Kämpfergelenke zusammen. 
Es gehen also die Kämpferdrücke R, R' stets durch die Ge- 
lenkpuncte bei und 1. Da ausserdem bei x = g Mx = 
und für eine bei a angreifende Einzelkraft allein wenn a < x 
R, = R', wenn a > x R, = R, so muss wenn a < x R' durch 
die Gelenke g und 1, wenn a > x R durch die Gelenke g und 
gehen, es findet sich die Schnittlinie S, welche aus zwei im 
mittleren Gelenk zusammenstossenden geraden Strecken besteht, 
auf die aus Fig. 26 ersichtliche einfache Weise, üebrigens 
qrhält man nach der allgemeinen Gleichung 42) wegen M^O 
und mit Rücksicht auf 71) 73) die Gleichung von S.(a Ab- 
scisse, b Ordinate): 



von bis g 
von g bis l 



b = — a 

l—g l—g 



(78 



worin für symmetrische Träger c == 0, g = 



Fig. 27. 




Nachdem die Schnittlinie S verzeichnet ist, kann die Er- 
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mi);telang der ungünstigsten Belastungen wie in S 6 angegeben 
erfolgen. In Fig. 27 und 28 sind z. B. die ungünstigsten 
Belastungen für die Normalspannungen Ni, N« der obersten 

Fig. 28. 




und untersten Faser im Querschnitt x ermittelt; Fig. 29 zeigt 
diese Belastungen für die Transversalkraft T.. Je nachdem 
hier der Querschnitt x mehr nach links oder rechts läge, würde 

Fig. 29. 




die äussere Belastungsstrecke links oder rechts wegfallen 
können. 

Alle bis jetzt erhaltenen Resultate ergaben sich rein sta- 
tisch, sie sind unabhängig von den Voraussetzungen der Ela- 
sticitätstheorie und, wie obige Formeln zeigen, haben auch 
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Temperaturänderungen und kleine Ausweichungen der Wider- 
lager keinen Einfluss auf die Beanspruchungen. 



Die Aenderung des Winkels x|^, welchen die Trägeraxe 
bei X mit dem Horizont bildet, folgt aus 11) 

X 

Xds 





A9=A9o + 



(79 



anter 90 den Winkel bei x=:0 verstanden. Die Aenderungen 
der Coordinaten x, y ergeben sich mit Rücksicht darauf, dass 
für x=0 Ax = Ay = sind, aus 9) 10) 



Ax=— Aj>dy + 



Ay= A9dx + 



Ydx 



Ydy 



* • • 



• • • 



(80 



(81 



und A 9o ist bestimmt durch 



Ac = = 



/'; 



A9>dx + 







Ydy 



(82 



Nur wenn durch Nachgeben der Widerlager eine Aenderung 
ihrer relativen Höhenlage entstände, würde der betreffende 
Werth von /\c An Stelle von einzusetzen sein. Die 
Grössen X, Y gibt § 1. Im III. Abschnitt sind die Integra- 
tionen für die practisch wichtigen Falle ausgeführt. 



§ 10. Bogen mit zwei Gelenken. 

Hat der Bogen nur Eämpfergelenke » so sind M = 
M' = und ergibt sich der Horizontalschub H bei Voraus- 
setzung unveränderlicher Spannweite aus 

^l = 0=- A9dy+ Ydx . ... (83 

jo jo 

Diese Gleichung zeigt, dass jedes Ausweichen der Widerlager 
einen Einfluss auf H und damit auf alle Beanspruchungen 
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hat. Der Einfluss lässt sich berechnen, wenn man in 83) 
/\^\ nicht gleich Null setzt, sondern unbestimmt einführt. In 

Fig. 30. 




'V 



solcher Allgemeinheit ist H für die practisch wichtigen Fälle 
im IIL Abschnitt bestimmt. Da Y die Temperaturänderung 
T enthält, so sind H und alle Beanspruchungen auch von 
dieser abhängig. 

Nachdem H ermittelt ist, finden sich die Yerticalreactionen 
der Kämpfer 



V = |[i:P(Z— a) + Hc] . 

-V' = |[i:Pa -Hc] . 

und speciell bei gleichen Stützhöhen wegen c=0 

V=|ip(Z-a) . . 



(84 
(85 



(86 



V'=-r^Pa 



l ^jio. (87 

Das Moment in einem beliebigen Querschnitt x folgt aus 30) 

M,=Vx-Hy— ipCx-^a) .... (88 
während Verticalkraft V», Normalkraft N,, Transversalkraft 
T„ Resultante R«, Normalspannungen Nj, N„ specifische Trans- 
versalkraft und Längsschubkraft To, S« wie überhaupt alle 






— -v » -. 
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hier nicht erwähnten Grössen durch die Formeln der §§ 1—4 
bestimmt bleiben* 

Die Gleichung der Schnittlinie S der Eämpferdrücke wird 
nach 42) 



b = ^a 



(89 



worin Y, H Verticalreaction bei uad Horizontalschub fQr 
eine bei a angreifend gedachte Einzellast (nicht die oben er- 

Fig. 31. 




-* 'i ^U _ I 




wähnten Werthe für Gesammtbelastung) bedeuten. Je ilach 
der Form des Trägers ändert steh der Ausdruck für dieses H 
und damit auch die Specialform vorstehender Gleichung (Siehe 
III. Abschn.). Die UmhüUnngslinien der Kämpferdrücke sind, 

Fig. 32. 




wie immer bei Trägem mit Eämpfergelenken, Puncte, sie 
fallen mit den Gelenkpuncten zusammen. 

Nachdem die Schnittlinie S verzeichnet ist, kann die Er- 
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mittelung der ungünstigsten Belastungen wie im § 6 ange- 
geben, erfolgen. In Fig. 31 ist die ungünstigste Belastung 
bezüglich der Normalspannung Ni in der obersten Faser und in 
Fig. 32 bezüglich der Normalspannung Nj in der untersten 
Faser, in Fig. 33 in Bezug auf die Transversalkraft T, bei x 

angegeben. 

Fig. 33. 




Für die Aenderung des Winkels y», welchen die Bogen- 
axe bei x mit der Horizontalen bildet, hat man wenn für 
x=iO 9=9o bezeichnet wird 



AP = A9o + 



Xds 



(90 



Die Aenderungen der Coordinaten x, y folgen aus 9) 10), weil 
fürx = Ax = 0, /\Y = 0: 



Ax=- 



A9dy + 



Ay= A9dx + 



Ydx 



Ydy 



. . • . 



• • • * 



(91 



(92 



Der Werth A?» ist durch 



Ac=0 



• • . • 



(93 



J 



A<f>dx+ Ydy 

Jo 

bestimmt, worin jedoch, wenn eine Aenderung der relativen 
Höhenlage der Stützpuncte zu berücksichtigen wäre, der be- 
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treffende Werth von A c an Stelle von zu treten Witte. Die 
Grössen X, Y gibt § 1. Im III. Abschnitt sind vorstehende 
Integrale für die practisch wichtigen Fälle abgeleitet 

§ 11; Bogen ohne Gelenk. 

Es sind hier M, M', H aus den im § 1 gegebenen Ela- 
sticitätsgleicbungen zu bestimmen. Werden die Widerlager 
und Stützpuncte vollständig unverscbiebbar angenommen, so 
lauten die 3 Bedingungsgleicbungen 



A9/=0 = 



Xds 



A^=o=- 



Ac=o= 



A9dy+ 





Ci 



A9d3[ + 



Ydx 



Ydy 



• • • 



(94 



(95 



(96 



Soll ein Ausweichen der Widerlager berücksichtigt werden, so 
sind A 9^) A 1> A c ^i<^t ^^U zu setzen, sondern unbestimmt 
einzuführen. In Y kommt r vor und haben also sowohl Aus- 
weichen der Widerlager als Temperaturänderungen einen Ein- 
fiuss auf die Beanspruchungen. Für die practisch wichtigen 
I^Ue sind vorstehende Integrationen im in. Abschnitt aus- 
geführt. 
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Nachdem M, M', H bekannt, gelten für die Verticalreac- 
tionen der Kämpfer V, — V, für die Verhältnisse in einem 
beliebigen Querschnitt x, die Schnittlinie S und die üm- 
hüUungslinien ü, ü' die in §§ 1—5 gegebenen Formeln, in 
welchen nur bei gleichen Stützhöhen c = zu setzen ist. 

Fig. 35. 




Die speciellen Gleichungen für S, ü, ü' können erst nach 
Annahme bestimmter Trägerformen ermittelt werden (III. Ab- 
schnitt). Hat man diese Linien verzeichnet, so finden sich 
die ungünstigsten Belastungen wie in § 6 angegeben und er- 
leiden auch die dort eingefügten Figuren keine Aenderung« 

Bei manchen Formen von Trägern lassen sich die Glei- 
chungen von U, ü' nicht in einfachen Ausdrücken geben. 
Alsdann kann die ümhüllungslinie wie folgt bestimmt werden. 
Man nimmt an geeigneter Stelle a eine Einzellast P an, be- 
rechnet für diese allein M, M', H, erhält die Ordinaten der 
Keactionen R, ß' bei und 1 (Fig. 36) nach § 4 

M ; , M' 

w'~c + ^ 

und kann nun die Richtungslinien von R, R' nach dem 
Schnittpunct von P und S ziehen. Wiederholt man dies Ver- 
fahren für einige passend gelegene Puncte, so lassen sich die 
ümhüUungslinien U, ü', welche alle R bezw. alle R' berühren 
müssen, verzeichnen. Bei symmetrischen Trägern kann man 
natürlich jede gefundene R- Linie symmetrisch zur Verticalen 

4 



w= ^ 
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durch die Mitte umklappen, wodurch sich eine neue R'-Linie 
ergibt und umgekehrt. -— Wäre auch die Gleichung der 

Fig. 36. 




Schnittlinie S unbekannt, so würden die Ordinaten b von S 
für die angenommene a nach 42) zu berechnen und so S zu 
ermitteln sein. 

Die Aenderungen von <p, x, y ergeben sich nach 9) — 11) 
weil nun für x = 0, A 9> = 0, Ax = 0, AY = 



A9 = 



X 

Xds 



Ax = — |A?dy + 



Ay= I A?dx+ 





Ydx 



Ydy 



... 



(97 



(98 



(99 



Im IIL Abschnitt sind diese Integrale für die practiscb 
wichtigen Fälle ausgeführt. 



IIL Besondere Formen yon Bogenträgern. 

Um die allein noch fehlenden Grössen: für Bogen mit 
2 Gelenken den Horizontalschub H, für Bogen mit 3 Gelenken 
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Horizontalschub und Stützenmomente H, M, M' und für alle 
Arten von Bogenträgern die elastigen Formänderungen — 
zu erhalten, müssen zunächst die Integrationen der Ausdrücke 
A% Ax, Ay ausgeführt werden, und soll dies nun für 
die practisch wichtigen. Fälle geschehen. 

Bei diesen Ableitungen sind vereinfachende Annahmen in 
Bezug auf die Veränderlichkeit des Querschnitts zulässig. Man 
könnte z. B. wie bei Berechnung der Formänderung und 
Stützenmomente gerader Träger das Trägheitsmoment O 
constant setzen.*) Es könnte aber auch unter Umständen 
eine andere Annahme zweckmässig sein. So setzt Gulmann 
bei parabolischen Trägern Qcosq» constant und wenn wir 
zwar die Begründung (6 soll nach den Widerlagern hin 
immer zunehmen und sogar weit mehr als cos<)o abnimmt) 
nicht überall bestätigt finden, so ist doch z. B« für die Gob- 
lenzer Brücke die Annahme „GQosq> constant^ noch genauer 
als die Annahme „0 constant". (Fig. 37.) Unter dem con- 
stanten @cos<)o hat man siich aber nicht den Werth von 
im Scheitel, wo cos 9 =1 ist, sondern einen mittleren Werth 
von öcosgo vorzustellen. Uebrigens verdient bemerkt zu 
werden, dass durch die Annahme „öcosqp constant" eigent- 
lich nichts Neues in die Bogentheorie gekommen ist, indem 
sich damit dieselben Resultate ergeben müwssen, wie mit der 
bei Parabelträgem allgemein üblichen, wenn auch viel weniger 
befriedigenden „0 constant, ds = dx, s = x". Wir werden 



*) Bei dem in meiner „Theorie der continuirliohen und einfachen 
Träger" berechneten Träger mit den Oeffnungen 52, 65, 65, 52 m 
und einer Veränderlichkeit des Trägheitsmoments von 1 bis 2,17 
ergab die Annahme eines constanten bei den Schubkräften kaum 
merkliche Abweichungen,^ bei den Momenten nur an einer Stelle solche 
bis 6^0 > sonst überaU unter 37o- ^^ ^^^ Coblenzer Brücke aber 
variirt B nur zwischen 1 und 1,12. | 

4* 
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oder cos tp constant setzen , wie es gerade für die be- 
treffende Trägerform am bequemsten ist. 

Fig. 37. 







e/ix 



4r ßra 













{ 




• 


! 


1 


• 


1 




1 


1 

J 


1 

1 1 

1 


1 

1 

1 


i 








1 
i 


1 












t 
1 

t 






• 




1 

1 


1 

1 
1 

1 
■ 




L 1 


1 


l, _» 1 




1 ■ ■ .. 



<?/ 



OJi 



0,3 



0,4- OJ 



0.6 



Q7 



08 



OJ 



^ e 

1.0.2 



Die abzuleitenden Gleichungen gelten bei beliebiger Be- 
lastung und beliebigen Temperaturen. Für Träger mit sprung- 
weise veränderlichem Querschnitt lassen sich die Formeln in 
ganz ähnlicher Weise ermitteln, wie von mir a. a. 0. für 
continuirliche Träger gezeigt wurde. Da aber die Sache prac- 
tisch ohne Bedeutung ist, so will ich an dieser Stelle nicht 
näher darauf eingehen. 

S 12. Parabelbogenträger* 

a) Allgemeines. 
Wir nehmen constant an 

A = E0cos<p (100 

Der Einfluss der Axialkraft N^ auf H, M, M' und die Form- 
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änderungen wird gewöhnlich vernachlässigt. Wir wollen ihn 
berücksichtigen und dabei setzen 







(101 



unter m ebenfalls einen Constanten Mittelwerth verstanden. 
Wenn in üblicher Weise und wie bei Berechnung der Coblenzer 

Brücke Q=F ( ^y gesetzt wird, worin l^o die im Voraus 

angenommene constante Entfernung der Gurtungsschwerpuncte 
bedeutet, dann ist m wirklich eine Constante, nämlich 

m = (|^y (101a 



Sind bei verticaler Parabelaxe g, f die Coordinaten des 



Fig. 38. 




1/ 



Scheitels, h der Parameter, so hat man aus der Scheitel- 
gleichung der Parabel 

(g-x)«=2k(f-y) 

g*=2kf (102 



f ,„ , 2g— X 



2k 



dy 



2f 



t«? = ^(g-x) = 



_. g-x 



Die allgemeinsten Gleichungen für /\<p, /^x, Ay lauten 



(103 
(104 



r. 



A?' = A?'o+ 



Xds 
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AX:-- 



Ay 



A?>dy + 



Ydx 







A?dx+ Ydy 

„ ]0 

worin stets genügend genau 



X = 



Y = fT — 



Ee 



EF 



Da nun 



Xds = 







M^dx 



E0 



dx 

ds 



2 
A 



r» 



Mxdx 



so folgt mit Bücksicht auf 30) und den Werth von y durch 
directe Integration 

A9> = An +2'^[2Mx + Vx«-Hx«?|=5_ 2 P(x __ a)«] 

(105 

Substituirt man diesen Werth und Y in die Ausdrucke für Ax, 
Ay und integrirt nochmals, so folgen 



Ax=f rx — 



3x 






EF 



X 



(g__;_H^(g2_g;, + _)-^^, 



dx-yA9o-^[M(3g-2x) + Vx 

^ 2;P(4g— 3x-a)(x— a)»] 



X 



Ay^ffy 



^dy + xA9>o + ^[3M+Vx-H^ 



Wollten wir den Einflubs der Axialkraft vernachlässigen, so 
würden die in diesen Gleichungen noch vorkommenden Inte- 
grale gleich Null zu setzen und die Berechnung der Form- 
änderungen beendet sein. 
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Nach 31) und 100) hat man 



r* 



ds ' " ds 

l__0dx 
E A ds 

N,, Ig dx\, , , 



und damit 



T' 



dx» 



AFds« 



Hdx 



^^A I fty*Tr j , I ö dX« , 

^ o «/ o 

oder auch bei gleichzeitiger Beachtung von 29) 



N^ 



^oEf^^=T[^r'''*^'^^~ 



cos«9)2;Pdy + H 



r» 



iV. 







EF 



f.dy 



jn 
A 



sin^pdx — 



8in25>2:Pdx + H 



cos^ 9 dx I 
cos^ j) dy I 

n J 



Setzen wir zur Abkürzung 

dx:= — kdz, dy = — kzdz 



also 
so wird 



r^ 



cos^ 5? dy = — k 




z dz k , 1 + z^ 

2y 



-w^'^^^-k+u) 



und da hierin der Quotient immer sehr klein, z. B. für 
f 



= -g , wegen 102) und y < t ^z^ "^ 29 ' ™ ^'**^^^ ^^'^^ 29' 



so können wir, die höheren Potenzen vernachlässigend, setzen 

2y \_ 2y 



^*'s»0--k-^)= 



k+2f 



womit 



cos^dy^.^ 



Weiter folgen durch Integration 
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/': 



cos^ydx— — k 



J 



Cy 







dz 

1+z' 



k(?ü— 9) 



sin^ p d X = 



J 







(1 ~cos2 9)dx=:x— k(9o - 9) 







und bei Beachtung dieser Werthe in der aus Note 1 erkenn- 
baren Weise 

cos> 2 P dy = .^^ £ P (y - b) 





A 



sin2 92Pdx = SP(x-a)— kZP(a— 5» 







worin b, a Ordinate und Neigungswinkel beia bedeuten (Fig. 38). 
Damit sind die Integralwerthe in den letzten Ausdrücken 
für AX) Ay bestimmt und ergeben sich durch Substitution . 

X« 



Ax = £rx— yA?o — 



6kA 



rM(3 



g_2x) + Vx(g-^)- 



H ^(g2_gx+|') - -^i;p(4g-3x-a) (x-a)«] - 



4x5 



(k:pf^[vy+H(k + 2f)(?,o-$>)-iP(y-b)] 



(106 



Ay=fry4-xA9o + -6f^ [SM + Vx- ..^ 
^ip(x-a)»]-^[v(^-9,o+?') + HT^ 



H,T(g-j^)- 



k + 2f 



X — a 



2 P( V^ - «+ 9)] 



k " ' :r/j (107 

Die Gleichungen 105) — 107) geben die allgemeinsten 
Ausdrücke für die elastigen Formänderungen symmetrischer 
wie unsymmetrischer Parabelbogenträger mit constantem 0cos f. 
Sie gelten für beliebige Belastung und beliebige Temperaturen 
bei Trägern mit festen Enden, frei schwebendem Ende oder 
mit Gelenken. Die mit dem Factor m behafteten Elammer- 
ausdrücke stellen den Einfluss der Axialkraft dar. 
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Schreiben wir die 3 Gleichungen 105) — 107) für x = 1 
an, so bestimmen sich daraus für Träger ohne Gelenk die 
3 Unbekannten H, M, M', für Träger mit 2 Gelenken H, 
A?of Api) für Träger mit 3 Gelenken ebenfalls H, Apo, 
A pi> wobei aber H schon bekannt ist, so dass man eine der 
3 Gleichungen entbehren hann. Da keine Schwierigkeit mehr 
vorhanden ist und um nicht unnöthig complicirte Formeln zu 
erhalten , wollen wir im Folgenden nur symmetrische Träger 
ins Auge fassen. Bis jetzt sind die Formeln durch ihre All- 
gemeinheit nicht umständlicher geworden. 

Bei symmetrischen Trägern ist für x = I, y = c = 0, 

9 =pi = — 9>o) femer hat man dann g = — und werden 

unter gleichzeitiger Berücksichtigung von 37) die 3 Bedin- 
gungsgleichungen 

A9>/ = A9o+2l[^ + M'-|^^+T^Pa(i-a)](iog 

-a^)]~-^[2Hk9o + ä^gqiäfy (109 

A(^ = lA9o+YÄ [M+^M'~Hf+-^ ZPa (^ - a) 

(2 1 - a)]- 5[(M' - M) (1 - 2 90 j) + k 2 P (2 j+a^9o)] 

(110 

b) Bogen mit einem festgespannten und einem 

freischwebenden Ende. (§7.) 

Für diese sind M, V bekannt und geben die Gleichungen 
105)— 107) mit H = 0, ^ y?« = unmittelbar die Form- 
änderungen. 

c) Symmetrische Bogen mit 3 Gelenken. (§ 9.) 
Es sind M==0, M'=0, H bekannt. Die Formänderungen 
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ergeben sich aus 105)— 107) mit M=0, sobald Apo bekannt 
ist. Dieser Werth findet sich aber aus 110) 

A<P.= 4^ + 3^ [HH--2^iPa(/-a)(2Z-a)] + 

worin, wenn, wie gewöhnlich, die Widerlager vollständig fest 
angenommen werden, A c = zu setzen ist. Der Ausdruck 
mit dem Factor m stellt den Einfluss der Axialkraft dar. 

d) Symmetrische Bogen mit 2 Gelenken. (§ 10.) 

Hier haben wir M = 0, M' = und folgt aus 109) der 
Horizontalschub 

^ 12mk 

2;Pa(i— a)(;2 + /a— a«— ^^f^) + 24Ak(£r/— AO 

TT ^t-j-K 

16k(0,8;f2 + Hmk5)o) (112 

Sind Temperatureinflüsse und Ausweichen der Widerlager 
nicht zu berücksichtigen, so hat man mit r= 0, ^\ = 

^^ E Pa(^-a) {l^ + U^ a^_^2^^) 

~ 16k(0,8n^ + 3mkfo) ~ (113 

Der Einfluss einer Temperaturänderung von t° ist allein 

IbAlsT _ eOAfgr 

8/f2+30mk(po "" 32f3 + l5m;5)o (114 

und der Einfluss eines Ausweichens der Widerlager — bei 
Zurückweichen /\\ positiv, bei Vorrücken /\\ negativ — 

„_ 15AA^ ^ __jßOAAi__l 

8/f2 + 30mkpo 32f3 + 15mZ9)o ^ (Hö 

Wird wie gewöhnlich der Einfluss der Axialkraft vernach- 
lässigt, so fallen alle Glieder mit dem Factor m fort und ist 
im allgemeinsten Fall 

wenn Temperaturdifferenzen und Ausweichen der Widerlager 
nicht in Betracht kommen 
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H=: 



^ SV&(P—2U^ + a?) 



8fP 



(117 



der Einfluss einer Temperaturänderung von t" allein 

15A£T 



H = 



8P 



(118 



und der Einfluss eines Ausweichens der Widerlager allein 

^^-^w~ ^^^^ 

Für eine an beliebiger Stelle a angreifende Einzellast P 
finden sich aus 86) 116) 

V = jP(Z-a) 



H=: 



8iP 



Pa(/— a)(/« + /a— a«) 



und durch Substitution dieser Werthe in 89) folgt die Glei- 
chung der Schnittlinie S der Eämpferdrücke 

Da die Linie S (Fig. 39) nur zu verzeichnen ist, um die un- 
günstigsten Belastungen festzustellen , wobei es auf kleine 







Fig. 39. 






i^f 






t^ 


w 


\^ 





2 



e 



Differenzen nicht ankommt, so kann man natürlich, in der 
Gleichung von S den Einfluss der Axialkraft vernachlässigen, 
auch wenn derselbe sonst berücksichtigt wird. 

Die Formänderungen sind wie bei Trägern mit 3 Gelen- 
ken durch 105)— 107) bestimmt, nachdem Apo a^s 111) be- 
rechnet ist. 



H = -.^ZPa2(^-a)2+-4p "271 ( 2f +^^^ " iP V 
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e) Symmetrische Bogen ohne Gelenk. (§ 11.) 

Soll der Einfluss der Axialkraft berücksichtigt werden, 
so verwendet man zur Bestimmung von M, M', H am besten 
die Gleichungen 108) — 110) unmittelbar , darin A 9o = 0» 
^ 5>j = 0, A c = 0, A 1 = setzend , wenn kein Ausweichen 
der Widerlager in Betracht kommt. Da man jedoch auf ab- 
solut festgespannte Enden in der Praxis nicht zu rechnen hat, 
die Genauigkeit der Rechnung also schon hiedurch beein- 
trächtigt wird, so wird man von dem immerhin geringen Ein- 
fluss der Axialkraft gewöhnlich absehen. Alsdann fallen in 
108) — 110) die Glieder mit dem Factor m weg und ergibt 
die Auflösung 
25 

(121 

+ A!?>.-3A!P.) (122. 

— A^+äAlf«) ..... (123 
Hat man Temperatureinflüsse und Ausweichen der Ti^erenden 
nicht zu berücksichtigen, so werden 

H=^i;Pa^(i-a)i' (124 

M=^i;Pa(Z— a)«(5a — 2/) . . . (125 

M'=^i;PaH^ — a)(3^ — 5a) . . (126 
Eine Temperaturänderung um r" allein bewirkt 

H = ^^ (127 

M = M'^i5|^=|Hf . . . (128 
Der von der Temperatur herrührende Horizontalschub ist also 



H 



M 



M 
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hier 6 mal so gross wie bei 2 Gelenken und greift in */af 
über den Stützpuncten anstatt in diesen an. Ein Ausweichen 
der Trägerenden für sich bewirkt 

15A /3a; . ■ ^ \ .,„Q 

=— 27f ("är'^'^^*'""^^7 • • ^ 

' = -T(^'-'-f^-A^' + 3A9.). (131 

und wenn nur eine Aenderung der Spannweite um A 1, keine 
Neigung und Senkung der. Widerlager, eingetreten ist 

H^-^tr-' •••.•• C132 

M=M' = -^j^ = |-Hf . . . (133 

in Bezug auf dies H gilt wieder das hinsichtlich 127) Gesagte. 

Einer an beliebiger Stelle a angreifenden Einzellast ent- 
sprechen nach 124) — 126) 

H = ^3PaMi-a)« 

M=-2^Pa(i-a)2(5a--2 

M'=-^Pa«(;-a)(3i — 5 a) 
und mit Rücksicht auf diese Werthe und c = nach 37) 

V=r-A-P(/-a)n^+2a) 

Substituirt man diese Ausdrücke in 42), so folgt die Gleichung 
der Schnittlinie 8 der Kämpferdrücke 

b-|f (134 

Die Linie S ist also eine horizontale Gerade (Fig. 40). Bildet 
man die Differenziale der Ausdrücke M, H, V nach a und 
setzt dieselben in 45) 46) ein, so ergeben sich 
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u = 



6a^2_5a3-13 2f 



/2-a* 



15 a 



Fig. 40. 




und substituirt man schliesslich den aus der ersten dieser 
Gleichungen folgenden Werth von a in die zweite, so resul- 
tirt die Gleichung der Umhüllungslinie ü (der Kämpfer- 
drücke B) 

f 



u = 



(14Zv— 4v2-Z«) 



IblY 
Die Gurve ist eine Hyperbel und da 

*i__f_/J__i\ 
dv~15l.v« ij 

so hat man z.B. für t = 



(135 



Ji 



l 
V = l 



u = 



2. 
u = 3f 

U = g-f 



du 
dv 

dv 

du ^ _ 

dv 

l 



_f_ 



Indessen wird die Curve höchstens bis v = |- gebraucht, 
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weil,wieaus v = 



a l 

, ö" folgt, der BerUhrungspunct des Kam- 

a ~j~ a 



pferdrucks ß für a = i bei v 



l 



4 liegt. 

Die ümhüllungslinie ü' (der Kämpferdrücke R') liegt in 
Bezug auf die Verticale durch den Scheitel des Bogens genau 
symmetrisch zur ümhüllungslinie ü, mit horizontaler Tangente 
in dieselbe übergehend (Fig* 40). 

Die Formänderungen sind durch die Gleichungen 105) — 
107) bestimmt, worin, wenn kein Ausweichen der Widerlager 
in Betracht kommt, /\j>o = zu setzen ist. 



§. 13. Kreisbogenträger. 

a) Allgemeines. 

Wir nehmen den Querschnitt constant an und setzen 

2E0 



A = 



m 



r 




Fr2 



(136 

(137 

Bezeichnen r den Radius, g, f die Coordinaten des Scheitels, 
k = r — f, so bestehen folgende Bezeichnungen (Fig. 41) 

Fig. 41. 




X = g— rsin 9 = r (sin 90— sin p) 
y =rcos9 — k = r (cosj) — cos 90) 



(138 
(139 
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sin 9 = -^ , cos9 = 



(g-x)« + (k+y)*=:r« 
g« — 2rf+P=0 

k + y 



tgp 



g— X 



(140 
(141 

(142 



r ' ' r • "' k+y 

Auch hier wird ausg^angen von den allgeineinen Gleichungen 



A? = A9o + 



Xds 





Ix 



Ax 



A^dy^- 



j 



Ay = 



A?>dx+ 







J 



Ydx 



Cx 

Ydy 





Xzn 



M, 



E0 



Y=fT — 



EF 



Wegen ds= — rdp wird 



Ap = A?>o — X lM,d? 

und nach Substitution von 30) und Ausführen der Integration 
unter Beachtung von 138) 139) und Note 1 

A9> ^ A 9o + X [(M + Vg + Hk)(9o-<p)-Vy^Hx 



+ i:p(y-b)-i:P(g-a)(a-9)] 



(143 



Substituirt man diesen Werth in die Ausdrücke für A^» Ay 
und führt die ersten Integrale wieder unter Beachtung von 
138) 139) und Note 1 aus, so folgen 
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Ax=«TX 



EF 



2»r,dx-yA9o-^[(M + Vg4-Hk) ([<p, 



-9][k+y]-x)--i-Vy«~-^H(xy4-kx-gy-r«[9o 

-J>]) - (y+k)iP(g-a) («-9) + ip (g-a) (x-a) + 

i-2; P (y - b)« J (144 



Ay = fTy— . 



1 



r» 



g^ iV,dy + xA?o + 4riM+Vg + Hk)(y- 
j» ^ 

[9o-|p] [g- x]) - y Hx» - -i- y (xy-kx- gy + r« [9, 

- 9']) + (g-x)iP(g-a) {a-f-)-S? (g-a) (y -b) - 
-|-i P ([x-a] [b -hk] -f [y-b] [g-x] -r^ [a-?>])"] (145 

Die noch vorhandenen Integrale stellen den Einfluss der Axial- 
kraft dar, welcher gewöhnlich vernachlässigt wird. Setzt man 
N^ mit V;, nach 31) '29) ein, und ftthrt die Integrationen aus, 
so ergeben sich 



1 



EF 



m 



[ 



^.dx-^ ^ Vx(2g-x) 4-H (xy + kx - gy+r« \s>o 



9]) 



— l;P(x— a)(2g — X — a) I 



(146 



1 



EF 



m 



A 



[ 



i^,dx = -^ Hx(2g— x) — V(xy+kx-gy — r«[. 



9>o 



-*]) - -S P (fe - X] [y+k] - [g - a] [b+ k] + 



r^x-pj)] 



(147 

Die Gleichungen 143) -145) mit 146) 147) bilden di^j 
allgemeinsten Ausdrücke für die Formänderungen kreisförmiger 

5 



I 



66 

Bogenträger mit constantem Querschnitt. Sie gelten für sym- 
metrische und unsymmetrische Träger bei beliebiger Belast- 
ung, beliebigen Temperaturänderungen und beliebig vielen 
Gelenken. Schreibt man diese Gleichungen für x = ^ au, so 
bestimmen sich daraus für Träger ohne Gelenk H, M, M', 
für Träger mit 2 Gelenken H, /\ 9^, 9^, für Träger mit 3 Ge- 
lenken A^o» Ap/» während hier H nach 75) schon bekannt 
ist Da somit die Aufgabe als gelöst zu betrachten ist, und 
um keine zu complicirten Formeln anschreiben zu müssen, 
fassen wir im Weiteren nur noch symmetrische Kreisbogen- 
träger in's Auge. 

Bei symmetrischen Trägern sind g = -0- ^nd fär % = l 

y = = 0, 9 = 9^ = - 9>o, es werden unter gleichzeitiger 
Beachtung von 37) die 3 Bedingungsgleichungen 

A9i ^ A90+4 [}^ +^'^ ^'~ ^ ^^""^^ ^'^ ~ 

-^ -SP(2b-2aa— ^[po — «])"] C148 

Ai = 6T; + ir(M + M0(i-2k<po)— H(4k2 9)o— 3k^-^- 
2r»9o)+i:P(a[^-a-2ka]— k[/9o— ^«— 2b])J — 

^rH(k/ + 2r2<po)-fipa(;-a)l (149 

Ac=;A9>o + x[(M + M')^iPo-(M-M')(k^d)- 
Elil-2kfo)'- ^i:P(b[^+2a]-H[^-2a][ai + d]- 
90 P + 2 ar«)] - ^ [(M-MO (k-d) + 

IzP ([l - 2 a] [b + d] - 2 a r^)l (150 

In der letzten Formel ist zur Abkürzung gesetzt 

d = 2J^ (151 
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b) Bogen mit einem festgespannten und einem frei 

schwebenden Ende (§ 7). 

Für diese sind M, V durch 49) 50) bekannt und geben 
die Gleichungen 143) — 1 47) mit H ~ und A 9o = un- 
mittelbar die Formänderungen. 

c) Symmetrische Bogen mit 3 Gelenken (§ 9). 

Es sind M = 0, M' = 0, H durch 76) bestimmt. Die 
Aenderungen von 9, x, y ergeben sich mit M = aus 143) 
—147) sobald A?o t^^kannt ist. Dieser Werth findet sich 
abet aus 150) 

^5>o= 4^+^[H(;~4k(po)^+yiP(b[^+,2a] + 

P--2a][aZ+d] -9ol'+2ar2)] + 

j- SP ([i-2a] [b + d] -2ar2) (152 

worin, wenn die Widerlager vollständig fest angenommen 
werden, ^c — zu setzen ist. Der Ausdruck mit dem Fac- 
tor m stellt den geringen Einfluss der Axialkraft dar. 

d) Symmetrische Bogen mit 2 Gelenken (§ 10)- 

Hier hat man ebenfalls M=0, M'=0. Der Horizontal- 
schub folgt damit aus 149) 

ZPCap— a— 2ka]— kP9o— ^«— 2b])— mZPaC^ — a) 

„__ -A(A^~^W) 

^- 4k«9o + 2r>o~3k;4-m(2r29>o+kO ^^^3 

Sind Temperaturdifferenzen und Ausweichen der Widerlager 

nicht zu berücksichtigen, so hat man mit t=0, /\,l=^0 

i i 

„_ 2;P(ap— a— 2ka]— k[^9o — ^a— 2b])— mZPa(Z--a) 

"" 4k2<po+2r29o--3k^+m(2r29o+kO .^^^ 

(154 

5* 
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Der Einfluss der Temperaturdififerenzen ist allein 

und der Einfluss eines Ausweicbens der Widerlager 

H — ^A^ /|iy> 

4k2g)o + 2r2,po— 3ki-j-m{2r«g)o+k0 ^ 
Soll, wie gewöhnlich geschieht, der Elafluss der Axialkraft 

vernachlässigt werden, so hat man einfach in vorstehenden 

Gleichungen die Grössen mit dem Factor m wegzulassen. 

Zur Bestimmung der Schnittlinie 8 der Kämpferdrücke 
folgen für eine bei a, b, a angreifende Einzellast P aus 86) 
154) genügend genau 

Z— a« 



V = 



/ 



o — a(^ — a> — 2ka) — k{l<po'-la — 2b) p 
^ ~" 4k2g)o + 2r29o— 3k/ 

so dass nach 89) die Gleichung der Eämpferdrucklinie S 

,, _ 4k^<Po+2r^<Po-3kl a(/-a) . 

" ■" a(;— a— 2ka)-k(/9o — /« — 2b) l ^ 

Der Index (0 wurde gegeben, um die Ordinate der Kämpfer- 
drucklinie von der Ordinate b der Trägeraxe bei gleicher Ab- 
scisse a zu unterscheiden. Speciell für a = oder l liefert 
vorstehende Gleichung für b' den unbestimmten Aus- 
druck -TT. Bildet man jedoch unter Beachtung der durch 

138) 139) bestimmten Werthe von a, b das Verhältniss der 
ersten Derivirten von Zähler und Nenner, so ergibt sich für 
a=0 und l 

^,^ ^ 4k^yo + 2rVO-3k/ ^^^ 

l — 2k <pQ 

Die Formänderungen sind wie bei Trägern mit 3 Ge- 
lenken durch 143) — 147) bestimmt, wozu A9>o aus 152) zu 
berechnen ist. ^ 
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e) Symmetrische Bogen ohne Gelenk (§ 11). 



Ist der Einfluss der Axialkraft zu berücksichtigen, so 
verwendet man zur Berechnung von M, M', H am einfachsten 
die Gleichungen 148) — 150), worin /!^Z=0, /\c~0, A9»o=0, 
/\<Pi=Oz\i setzen sind, wenn kein Ausweichen der Widerlager in 
Betracht kommt. Indessen wird man bei Brückenträgern ohne 
Gelenke immer den Einfluss der Axialkraft vernachlässigen 
können, da man nie auf absolut festgespannte Enden und 
also auch nicht auf allzugrosse Genauigkeit der Berechnung 
zählen kann. Lässt man nun in 148)— 150) die Glieder mit 
dem Factor m weg, so ergibt die Auflösung 

ZVi2hl—l [1-2bl] bo— a]-~ 2 a2 ^o) +2Ag>,(lsr^ 
^~ 2l(kn + i-l) (159 

+ 2r«a<po + [k-d][2b-2aa-Z9o + ^«]) + -4^^-gy 
.([Z9>o-k+d]A9>o + P?o + k-d]A<P/~2Ac) (160 



M 



'= H (ä-^ - k)-^^-^iP([^-2a][b-d]^. 

.([^Vo-k + d)AV/ + [^v. + k-d]A<>'o-2Ac) (161 
Sind Temperatui^derungen .und Ausweichen der Widerlager 
nicht zu berücksiditigen, so «erden 

H = ^P(2b/-^[^-2a][y,— a]-2a»yo) ,^q^ 

2^(k<>>o4-d — 

2r«a», + [k-d][2b— 2aa — ^90 + ^«]) (163 



=-u.-0 
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2r^aq>o-\k—d][2b—2BLa — ln + lci]) (164 
Der EIdAuss einer Temperaturänderung allein beträgt 

M=M'=H (l- - ^\=^±Z^^.^ (166 
und greift also der von der Temperaturänderung herrührende 
Horizontalschub um -^ k über den StUtzpuncten an. 

Für den Einfluss eines Ausweichens der Widerlager 
hat man 

^ k9>o + d-^ 27 (•^^ 

[/flPo-{-k-dJA»/-2Ac) (168 

^'=« (2^ - -4^d-)(t^ .0 - k + d] A.,+ 

[^Vo + k-d]A»o— 2Ac) (169 

Tritt nur eine Aenderung der Spannweite um A^» kein 
Neigen und Senken der Widerlager ein, so hat man 

" k^-o + d-; l ("" 

M = M'^H^,^^^ k\ = /-2k«yo AAj .j 

\2n J k<Po+i—i n ^''^ 

und greift also dies H ebenfalls um -^ k über den 

2»o 

StUtzpuncten an. A^ »st positiv oder negativ, je nachdem 
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eine Vergrösserung oder Verkleinerung der Spannweite statt- 
gefunden hat. 

Für die Schnittlinie und Umhüllungslinie der Kämpfer- 
drücke ergeben sich ausserordentlich complicirte Formeln, 
wesshalb diese Linien eventuell besser nach der in § 11 an- 
gedeuteten Methode verzeichnet werden, üebrigens genügt es 
für -Bestimmung der Belastungsgrenzen auch, dieselben Formeln 
S, ü, U' wie beim parabolischen Träger mit eingespannten 
Enden zu verwenden. 

Die Formänderungen sind unmittelbar durch 143) — 147) 
bestimmt und darin, wenn kein Ausweichen der Widerlager in 
Betracht kommt, A9>o=0 zu setzen. 

§. 14. Beispiele. 

Um die Anwendung der allgemeinen Formeln in speciellen 
Fällen zu zeigen und die Resultate verschiedener Formeln 
vergleichen zu können, mögen einige Beispiele folgen. Ich 
beziehe dieselben auf die Coblenzer Brücke (Fachwerkbogen 
mit 2 Gelenken), deren Träger zwar bis nahe an die Stütz- 
puncte (wo gerade Tangenten anschliessen) kreisbogenförmige 
Axe haben, aber als Parabelbogen berechnet wurden. Der 
Berechnung wurden zu Grunde gelegt Spannweite l —- 98,07750m, 

Pfeil f = ^ = 8,91614 m, Entfernung der Gurtungs- 

schwerpuncte ^o = 2,97214 m. Das mittlere Trägheitsmoment 
ist = 0,37344, der mittlere Gurtungsquerschnitt F = 
0,08455 qm, und unter Voraussetzung von E = 20 000 000 tn 
pro qm parabolischer Bogenaxe erhält man die Mittelwerthe 

^=E0cos9 = 7299400 

m=-^= 2,20840 qm 

Beispiel 1. Für die Coblenzer Brücke wurden ange- 
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nommen als mittlere AufstelluDgstemperatur to=10o, als 
grösste vorkommende Abweichungen r= ± 30<>. unter An- 
nahme einer parabolischen Axe und eines e = 0,000012 (Mittel 
von Lavoisier & Laplace und Dulong & Petit) den 
Einfluss der Temperaturänderungen auf die Beanspruchungen 
festzustellen. 

l 
Wegen g = -0 folgen aus 102) und aus 104) mit x=0 

k 11 ,4 

.0:.. 19o58'59" -- 19,98306^^3,14159 ^ ^3^^^ 

Nun ergibt 114) nach Einsetzen^ der bekannten Werthe für 

T= + 30o 

■o._^ 39416,760 
635,980 -\- 14,387m 

so dass bei m=:: 2,2084 mit Rücksicht auf die Axialkraft 

H=: 59,029 tn 
und ohne Rücksicht auf dieselbe, weil dann das Glied mit m 
wegfällt, 

H = 61,978 tn. 

Nach 86) 87) ist die Temperatur auf die Verticalreactio- 
nen der Kämpfer ohne Einfluss, dagegen erhält man aus 88) 
31) — 33) 18) 

M, = — Hy=- 59,029y 

-^, = H cos 9 = 59,029 cos <p 

T,=— Hsin<p = —59,029 sin 9» 

tgx^=0 e= ^— 

COS9 

Wie selbstverständlich fällt also die Stützlinie mit der die 
Stützpuncte verbindenden Horizontalen zusammen und ist für 
jeden Querschnitt die Resultante Rx = H. Von den Wider- 
lagern aus nach dem Scheitel hin nimmt M, proportional der 
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Ordinate y zu und N, ebenso von 59,029 cos ipo bis 59,029 
wäbreod T, von — 59,029 sin»« bis abnimmt. 

Für die Beanspruchungen der obern und untern Gurtung 
hat man, wenn, wie bei Berechnung der Goblenzer Erflehe, 
die Bogenaxe in Mitte der GurtuDgsschwerlinien angenommen 
wird, nach 26) 27) *) 

Qi = 29,514cos9.-19,861j 
Qa - 29,514co8 <r + 19,861 y 
Die ungünstigsten Gurtungsbeanspruchungen treten im Scheitel 
ein, wo mit »-0, y = f- 8,91614 

Qi = — 147,568 tn- Qi=206,596tn 
und da bei del Goblenzer Brücke die Gurtungsquerschnitte 
im Scheitel Fi = Fg=768,13qcm, so hat man daselbst pro 
qcm bezw. 

__ 147568 
768,13 '' 

Bei T =— 30" ändern H und alle Beanspruchungen einfach 
ihr Vorzeichen. Es wird also die untere Gurtung stärker 
durch TempeUturänderungen beeinfluast als die obere. 

Beispiel 2. Den Ein&uss der Temperaturänderungen 
auf die Goblenzer Brücke unter Beibehaltung des Verhält- 
nisses T — TT "•"! Voraussetzung einer überall kreisbogen- 
fdrmigen Axe zu bestimmen. 



*) Bei Berecfannng . der GoblenEar BrAcke worden siiBtatt der 
Formeln 26) 27) imgonommen Q, ^ Q, 
fQr beide Ourtangen gleiche TemperatureinSfiaae ergaber 
wnrde dort der QueTBchnitt constaDt Tortinggeaetzt. 
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Aus 141) 142) folgen 



r = ^ l = 139,34615 m 

v„ = 20^36' 35"= 2C^6097y 04159 ^ q 35959 

180 

Mit diesen Werthen, den gegebenen mittleren 0, F und 

k:izr— f= 130,43001 m 

liefert 155) nach Substitution von 136) 

„^ 3783,9 

~ 61,55 + 26754,4 m" 

Hieraus erhält man ohne Rücksicht auf die Axialkraft 

H = 61,477 tn' (61,978) 
und, weil nach 137) 

26754,4 m = 6,0884, 
mit Bücksicht auf die Axialkraft 

H = 55,943 tn (59,029) 
Die in Klammer beigesetzten Werthe hatten sich unter Vor- 
aussetzung einer parabolischen Bogenaxe ergeben. Alle wei- 
teren Werthe finden sich jetzt ganz wie in Beispiel 1. 

Beispiel 3. Den Einfluss der Temperaturänderungen 
auf die Beanspruchungen der Coblenzer Brücke für den Fall 
zu ermitteln, dass bei gleichen Dimensionen und parabolischer 
Axe an Stelle der Gelenke festgespannte Trägerenden ge- 
dacht werden. 

Unter Vernachlässigung des Einflusses der Axialkraft 
erhält man für t = -|-30^ aus 127) 128) 

H=z: 371,868 tn (^6.61,978) 

M= M' = |Hf=: 2210,418 mtn 

Mit diesen Werthen liefern 30)— 33) und 18) 

M. = H(|f-y) = 371,868(5,944--y) 

JST. = H cos g) = 371,868 cos y 
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T. = — H sin ^ := — 371,868 sin q> 

-of-y 
tgxp=0 e==-^ 

Die Stützlinie ist eine Vaf über den Sttitzpuncten liegende 
Horizontale und für alle Querschnitte R, = H. Die Momente 
sind unterhalb j='Uf positiv, darüber hinaus negativ, N^ 
und T, variiren ganz wie bei 2 Gelenken, nur sind sie 6 mal 
so gross. 

Für die Beanspruchungen der obern und untern Gifrtung 
erhält man, wenn wieder die Bogenaxe in Mitte der Gurtungs- 
schwerlinien angenommen wird, aus 26) 27) 

Q, = 185,934cos <p — 125,ll8y + 743,712 
Q2 '-=: 185,934cos (p I- 125,118 y - 743,712 

Die grössten Werthe können im Scheitel oder bei den Käm- 
pfern auftreten. Im Scheitel werden mit ^=0, y=f: 

Qi = 235,923 tn Q2 = + 507,791 tn 
und wegen Fi = F2=768,13qcm die Beanspruchungen pro 
qcm bezw. 

— 307,14k 661,08 k 

Bei den Kämpfern ergeben sich mit <jp = 9)o=19^58'59", y— 

Qi — + 918,452 tn Q2 r:=:— 568,972 tn 
und, da dort Fi =F2= 800,624 qcm, die Beanspruchungen 
pro qcm 

+ 1147,17 k —710,66 k 

Für T = — 30' ändern alle berechneten Werthe ihr Vorzeichen. 

Vorstehende Berechnung zeigt, dass die jetzi- 
gen Querschnitte der Coblenzer Brücke bei einge- 
spannten Enden nicht einmal zur Uebertragung 
der von den Temperaturdifferenzen herrührenden 
Beanspruchungen genügen würden. 
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§. 15. üeber Kettenbrückenlinien. 



Die Ableitung der Beziehungen für spezielle Ketten 
linien, zu welchen auch die Kettenbrückenlinien gehören, 
bildet ein besonderes Capitel der Ingenieurmechanik, nur auf 
Eines möchte ich hier hinweisen. Bei Berechnung der Ketten- 
brücken kommt es ganz wesentlich darauf an, die Gleichung 
der Kettenlinien möglichst genau zu erhalten, um danach die 
Längen der Tragstangen und der Kettenstücke zwischen den 
Letzteren so ermitteln zu können, dass Verlegenheiten bei 
der Zusammensetzung ausgeschlossen sind. Es gilt nun die 

Fig. 42. 




N a vi er'sche Gleichung der Kettenlänge als die zuverlässigste ; 
da jedoch bei ihrer Ableitung nur stetig vertheilte Lasten an- 
genommen werden, während in den Befestigungsstellen der 
Tragstangen concentrirte Lasten angreifen, und da in 



ds=::dx[l+ ytg«9 + ...] 



alle Glieder vom Dritten ab er nachlässigt werden, so liefert 
die Navier'sche Gleichung kaum wesentlich genauere Werthe 
als die Annahme einer parabolischen Kettenlinie, die man 
doch nicht für genügend hält. 



V.= V — ST— kx/: 
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Nimmt man, was jedenfalls gestattet ist, mit Navier 
wenigstens das Eigengewicht der Kette allein einer Parabel 
entsprechend an, so hat man für dasselbe von bis s bei 
gleichen Stützhöhen 

worin k Kettengewicht pro lÄngeneinheit und 
Alsdann Verticalkraft bei x nach 61) 

worin S nur noch die von den Tragstangen aufgenommenen 
Lasten enthält. Weil nun 

dv V. 

go erhält man durch Integration (Note 1) die genaueste 
Gleichung der KettenbrUckenlinie fQr gleiche Statzhohen 

,_4-[vx-i:iu-a)-'-|!(i - "■-'^l.^"-' )] 

(175 

Mit X — 0, y = folgt hieraus die Vertica' "~~ ''-" 

Pilonc 



H=i[¥g-iT(g-a)--^(l+ J 

Bei der Berechnung von Kettenbrücken mit g 
höhen ist immer die Belastung symmetrisch 
dana f den gegebenen Pfeil der Kette. Da mi 
nöthigen Berechnung der Tri^stangenläugen di< 
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EnotenpuDCten kennen muss, so ergeben sich leicht die Ketten - 
längen zwischen je zweien der Letzteren 

ASii: Kax* +Ay~ C178 

worin A^? Aj ^i® Aenderungen von x, y zwischen diesen 
Knotenpuncten» Die Länge einer Tragstange beia ist (Fig. 42.) 

h.=^h— b— b' (179 

worin bei parabolischer Fahrbahn 



4f 
b'-^(^-a)a 



(180 



Für die mit der Tragstange bei a angreifende concentrirte 
Last hat man, wenn e das Gewicht pro Längeneinheit Fahr- 
bahn, d die Fahrbahnlänge pro Tragstange und (J das Ge- 
wicht pro Längeneinheit Tragstange 

T=Bd+cfK (181 

Hiefiir kann h. aus einer vorläufigen Figur entnommen werden, 
in welcher die Kette als Parabel verzeichnet wird, oder 
man hat 

Bei horizontaler Fahrbahn sind f=:0, b' — 0. 



T=Ed + (f Th — 



(182 



Fig. 43. 




Bei Kettenbrücken mit verschiedenen Stützhöhen 
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ergeben sich an Stelle der vorstehenden Gleichungen für a, 
V,, y, V, H, h., T 

^^ /»(c-f+]/P-fc;(i-]/fi-fc) 

2c»I^t'-fc 

V.-V a,l Kx|^l-|- 2;,-t- ^ 2a 1 24a' ) 

(184 
;- I Vx-iT(x-a)-^-(l + ^ 4-4 3^-2x 



-a 



+ 



2 \ ' 2i' ' ^ 6a 
3(;»_4^x + 2x' 



')J C185 



24a» 

C186 

H - -i__ rül /l 4 _?!_ j JL ^ _'!_\ _ i^^g' 
f^-gcL 2 1^"^ 21''^ 6a"^24a»^ 2 

(187 
T = .d + a[h-|a + (^+i^)(^-a)a] (188 

wobei der Fahrbahnscheitel in der Mitte gedacht ist. Die 
Gleichungen 174) 178) — 181) bleiben gültig. Die Abscisse 
des Kettenscheitels kann mit genügender Genauigkeit der 
Parabel entsprechend bei 

g=-^ /f_l/fS=Tc) (189 

angenommen werden, doch lässt sich dieselbe auch vollständig 
scharf berechnen. 

Wird bei gleichen Stützhöhen der Ursprung der 
Coordinaten in den Kettenscheitel verlegt, so ergeben sich an 
Stelle von 173) 175) 179) 180) 182) die folgenden Gleichungen 



so 



V,=r2T + kx/l + 



32 f» 



y-^[iT(x~a) + ^ (l + l^x«)] (191 

h.=zh— f— f' + b + b' (192 

b' = ^a (193 

T=£(i+(t[h-f— f+'-i^'4a«] (194 

während die übrigen Gleichungen gültig bleiben. 

Bei horizontaler Fahrbahn sind überall f =0, b':=0. 



Anhang. 

§. 26. üeber Anwendung und Berechnung elastiger 

Bogenträger. 

Bei Anwendung elastiger Bogenträger wird man sich zu- 
nächst fragen, ob und wieviel Gelenke angeordnet werden sollen. 
Drei Gelenke bringen mancherlei Vortheile mit sich. So lassen 
sich, wie wir gesehen haben , alle Spannungen ohne Zuhülfe - 
nähme der auf Hypothesen beruhenden Elasticitätsgleichungen 
ermitteln, nur für Ableitung der Formänderungen sind Letztere 
nöthig. Sodann haben Temperaturänderungen und geringes 

Ausweichen der Widerlager keinen wesentlichen Einfluss auf die 

< 

Beanspruchungen. Schliesslich scheint sogar eine nicht unbedeu- 
tende Materialersparniss gegenüber Bogen mit drei Gelenken vor- 
banden zu sein. Engesser kommt von theilweise theoretischen 
Ausgangspuncten dazu, dass Bogen mit 2 Gelenken etwa 
15 (grosse Spannweite) bis 20^ lo (kleine Spannweiten) mehr 
Material erfordern als solche mit drei Gelenken. — Andrer- 
seits wird gegen Bogen mit drei Gelenken besonders geltend 
gemacht, dass das Scheitelgelenk mit der Zeit leicht lose wird, 
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besonders wenn der Träger wie bei Eisenbahnbrücken starken 
Erschütterungen ausgesetzt ist. Sobald das Gelenk aber auch 
nur im Geringsten lose ist, müssen bei jedem Passiren des Scheitels 
durch concentrirte Lasten für den ganzen Träger stark stossende 
Beanspruchungen entstehen, die für die Dauer derConstruction 
vom grössten Nachtheil sind. Auch wird ohne Scheitelgelenk 
die Construction etwas einfacher. — Bei Bogen ohne Gelenk 
sind die Einflüsse der Temperaturänderungen und des Aus- 
weichens der Widerlager weit grösser als bei Bogen mit zwei 
Gelenken, dagegen sind solche Träger in constructiver Hinsicht 
am einfachsten. Manche nehmen an, dass sie auch weniger 
Material erfordern als Bogen mit zwei Gelenken, was aber 
schon mit Rücksicht auf § 15 Beispiel 3 ganz unwahrschein- 
lich klingt Ueberdics ist die Voraussetzung der Theorie „bei 
jeder Belastung überall flach aufsitzende Trägerenden** schwer 
zu erfüllen. Man wird also zu Bogen ohne Gelenk nur selten 
greifen. Dagegen empfehlen sich Bogen mit 2 Gelenken besonders 
bei Eisenbahnbrücken, Bogen mit 3 Gelenken bei gut chaussir- 
ten Strassenbrücken , weil hier die Stösse gemildert werden. 

Nachdem die Anzahl der Gelenke festgestellt ist, wird] man 
sich mit der Form der Trägeraxe beschäftigen. Theoretisch 
sind Parabelbogen am vorheilhaftesten, weil für diese bei über 
den ganzen Träger gleichmässig vertheilter Belastung (annäh- 
ernd bei Eigengewicht allein und Totalbelastung) keinerlei 
Biegungsmomente entstehen, also nach 35) auch keine Trans- 
versalkräfte, während nach 18) N« in der Axe angreift, und 
sich gleichmässig über den Querschnitt vertheilt, was wieder 
die kleinsten Beanspruchungen zur Folge hat Dass sowohl 
für Parabelträger ohne Gelenk als mit 2 und 3 Gelenken bei 
der erwähnten Belastung überall M, = ist, lässt sich z. B. 
wie folgt beweisen. Aus 76) 117) 124) folgt mit P==uda 
wo u die Belastung pro 1. m., für alle 3 Fälle 

6 
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H = 



u P (195 



8f 

aus 37) ebenso und weit für symmetrisch geformte und belastete 
Träger immer M=M' 

y_u7 (196 

■~ 2 

Substituirt man diese Werthe, sowie 

* ux^ 



:SP(x — a) = 
4f 



2 



in die allgemeine Gleichung 30) so folgt 

Bei Bogen mit Kämpfergelenken ist aber M=0 und der- 
selbe Werth ergiebtsich bei Bogen ohne Gelenk mit P =uda 
aus 125). Für alle 3 Arten von Bogenträgern sind also bei 
parabolischer Axe und über die ganze Länge gleichmässig 
vertheilter Belastung die Beanspruchungen genau gleich, die 
Gelenke haben dann keinen Einfluss. Durch Substition der 
aus 104) folgenden Werthe von sin j), cos <p sowie mit 195) 

und Vx = -^ — u X ergibt sich aus 31) die Normalkraft 
bei X 



N, =: u |/k2 + (g-x)2 =|j\//*+ 16P(;— 2x)* (197 
und dieser Werth wird am grössten bei den Kämpfern, wo 

N, = u l/k» + g» = |-j]/? + 16 P (198 

Es kann aus Rücksicht auf einfachere Herstellung vor- 
gezogen werden, dem Bogen kreisförmige Axe zu geben. 
Genau genommen wären dann H, M, M' und die Formänder- 
ungen nach§ 13 zu berechnen. Man hat esjedochz.B. bei Berech- 
nung der Coblenzer Brücke für genügend gefunden , auch in 
diesem Falle die einfacheren Gleichungen für Parabelbogen- 
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träger zu verwenden , welche allerdings damals noch complicirt 
genug waren. 

Ist die Form angenommen, so wird es sich darum bandeln, 
wehhe Belastung der Rechnung zu Grunde gelegt werden solL 
Die Verkehrsbelastung ist pro Im natürlich ebenso gross 
wie bei Balkenträgern von gleicher Spannweite, worüber genug 
Angaben existiren. Was das Eigengewicht betrifft, so liefert 
die geringe Anzahl ausgeführter Bogenbrücken noch wenig 
Anhaitspuncte» Indessen hat Engesser in Zeitschr. f. Bauw. 
1877 S. 207—220 für Träger mit 2 und 3 Gelenken Formeln 
aufgestellt (Vgl. Zeitschr. f. Bank. 1878 S. 108), von welchen 
man bis auf Weiteres Gebrauch machen kann. 

Ueber den Gang der Berechnung sei kurz Folgendes be- 
merkt Der Gurtungsquerschnitt wy-d, wenn variabel, bald 
oben bald unten grösser. Die in Rechnung gezogene Axe 
kann natürlich diesen Verhältnissen nicht folgen, weil sie sonst 
eine ganz unregelmässige Form erhielte, während eine Para- 
bel oder ein Kreisbogen vorausgesetzt werden. Im Mittel kann 
' man, wie auch bei der Coblenzer Brücke geschehen, die Achse 
in der Mitte zwischen den Gurtungsschwerlinien annehmen, 
wenigstens für eine erste Berechnung. Ist dann l^o die ge- 
wünschte Entfernung der Gurtungsschwerlinien, so hat man 
für Bogen mit durchbrochenen Wandungen, oder für solche 
mit offenen Wandungen bei vernachlässigter Füllung, die Be- 
anspruchungen der obern und untern Gurtungen im Quer- 
schnitt X nach 26) 27) 

Qi=^^x + ^ (199 

Q2=-4^,~^' (200 

In Bezug auf die weiteren Grössen halte man sich bei 

Bogen mit 3, 2 Gelenken und ohne Gelenk bezw. an die §§. 

9, J 0, 11, wo die nöthigen Hinweisungen gegeben sind. Da bei 

vernachlässigter Füllung die Kernlinien mit den Gurtungs- 

6* 
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schwerlinien zusammenfallen, so lassen sich auch die aagiinstigsten 
Belastungen und diimit die Maxima und Minima von Qi, Qa 
bestimmen. Die Einflüsse der Temperatur können dabei gleich- 
zeitig unter Anwendung eines Sehätzungswerths von oder 
nachträglich (wie in § 14.) beriicksicktigt werden, in welch' 
letzterem Falle freilich die Beanspruchungen pro Quadratein- 
heit zunächst geringer als zulässig zu wählen wären. Aus 
den Curven der Maxima und Minima von Qi und Q^ kann 
man die Gurtungsquerscbnitte ermitteln und zwar eben- 
sowohl nach der alten als neuen Dimensionen^Berecbnung. 
Die Curven der positiven und negativen max T, liefern bei 
Bogen mit durchbrochenen Wandungen die Querschnitt« der 
Füllungsglieder in der auch bei continuirlichen Balkenträgern 
üblichen Weise. Für vollwaudige Träger würde die Berech- 
nung der Füllung woht immer zu geringe Stärken ergeben. 
Man nehme also eine gewünschte Stärke an und eontrolirenach- 
träglich ihre Beanspruchung (Siehe Weyrauch, Dimensionen- 
berecbnuDg 1877 § 17, wo im vorliegenden Falle nur T, an 
Stelle von V. zu setzen ist). — Anstatt die ungünstigsten 
Belastungen direct festzustellen, kann man auch wie bei Be- 
rechnung der Coblenzer Brücte, die Verkehrsbelastuug immer 

um — vorrücken lassen, für jede Stellung die Curven der Qi, 

Qa, T. auftragen und die Curven der Maxima und Minima 
als Umbüllungslinien erhalten. 

Nachdem die Berechnung in vorstehender Weise erledigt ist, 
kann man auf Grund der erhaltenen Querschnitte noch eine 
KWPito vnrrmhrnen , wobci auch die genaueren Eigengewichte 
Jetzt lassen sich alle abgeleiteten Formeln ver- 
steine nochmalige Bestimniunii der ungünstigsten 
lerflüssig, weil kleine Verrückungen der Lastgrenzen 
3hen Einfluss nicht ausüben. 
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Noten. 

1. Um zu zeigen, wie über concentrirte Lasten Pi, P2, . . . 
P„ welche zwischen und x bei ai, as . . . a, angreifen , hin- 
weg zu integriren ist, nehmen wir zunächst den einfachsten Fall 



ZPdx 




Man hat 



= 2.Pdx+ ZPdx + 



«1 



«3 



ZPdx + .-. + ISPdx 

0» 



In jedem Partielintegral bleibt S P unveränderlich , daher 

'x 

= + P.(a8— ai) f-(P,+P2)(a, -a,) + ... +(Pi + P» 4- . • 



+P.)(x-a.) 
Pi(x— aO + P2(x-a2)-i-... + P.(x-a.) 



d. h. 



r» 



2;Pdx=2;P(x— a) 



diP(x-^a) ^^p 
dx 
Eine andere noch bequemere Ableitung solcher Integrale 
möge gezeigt werden mit 



Man hat 



2:P(x— a)dx 



....+ P.(x— a, 



Pi(x— aOdx+ P.(x-a2)dx-|-....+|P.(x— a.)d 

a, Ja, J as 

= iPi(x-a)>+iP2(x-a,r+iP.(x-a.)' 
iP(x— a)dx=:jf P(x— a)« 



Dieses einfache Integrationsverfahren wurde von mir zuerst 
gezeigt und angewandt in Theorie der Träger, Leipzig, Teubner 
1873 § 60 und Zeitsch. f. Math. u. Phys. 1874. Ich halte es 



^-^^i^l^li^ 



^W "> 
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nicht für überflüssig, dies zu betonen, da das Verfahren in 
der Ingenieurmechanik von allgemeiner Bedeutung ist (es wer- 
den damit zahlreiche speciollc Untersuchungen überflüssig) und 
Andere bereits ohne Quellenangabe Gebrauch davon machten. 
2. Alle in unserer Theorie gegebenen Formeln gelten 
nicht nur für concentrirte sondern auch für beliebige stetig 
vertheilte Lasten. Wäre z. B. zwischen und x eine gleich- 
massig vertheilte Last von u pro Längeneinheit, so würde bei 
a Pz=uda und daher 

i:P=: |uda:=:UX 




ux' 



-l^P(x~a)= u(x — a)da=^ 



u. s. w. 



oder wäre zwischen und x die gleichmässig vertheilte Last 

u von a = bis a-— e 

u' von a = e bis a = x 
so würden 



2;P = 



uda + 





u'da — ue + u'(x— e) = u'x + e(u — u') 



:i'P(x— a) = u 



(x — a)da + u'|(x — a)da == 



^+|(u-u')(2x-g) 



Jn dieser Weise lassen sich die Formeln für stetig ver- 
theilte Lasten aus den allgemeinen Gleichungen ableiten, die 
Art der Belastung hat nur Einfluss auf die Werthe der 2:. 
Da man sich jedoch in practischen Fällen alle Lasten in ge- 
wissen Puncten concentrirt zu denken pflegt, so laig keine 
Veranlassung vor, solche Specialisirungen wirklich vorzu- 
nehmen. 
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